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RESUMO

Neste artigo analisamos a evolugdo das estratégias de calculo mental dos alunos com fracGes ao longo
de uma experiéncia de ensino e discutimos os fatores que podem influenciar esta evolugdo. O quadro
concetual centra-se em elementos essenciais para calcular mentalmente como factos numéricos,
regras memorizadas e relagdes numeéricas, suportadas por representacdes mentais. Recorrendo a uma
metodologia de Investigacdo Baseada em Design (IBD), realizamos dois ciclos de experimentagdo.
Os resultados mostram uma evolugdo das estratégias dos alunos, inicialmente baseadas em regras
memorizadas e factos numéricos, para estratégias baseadas em relagdes numéricas apoiadas em
representacdes mentais cada vez mais complexas. Fatores identificados como facilitadores desta
evolugdo sdo as caracteristicas das tarefas e a discussao coletiva das estratégias de calculo mental
em sala de aula.

Palavras-chave: Calculo mental, NUmeros racionais, Estratégias, Representagdes mentais.

ABSTRACT

In this paper we analyze the evolution of students’ mental computation strategies with fractions during
a teaching experiment and discuss the factors that may influence such evolution. The theoretical
framework is based on fundamental elements needed to compute mentally, such as number facts,
memorized rules and numerical relationships supported by mental representations. Using a design-
based research approach, we undertook two cycles of experimentation. Our findings suggests that
students’ mental computation strategies evolved from strategies based on memorized rules and
number facts to strategies based on humerical relationships supported by increasingly complex mental
representations. The features of tasks and the whole class discussion of students’ strategies were
identified as factors that may facilitate this evolution.

Keywords: Mental computation, Rational Numbers, Strategies, Mental representations.
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Introducao

A aprendizagem dos nimeros racionais requer a compreensao, nao so destes
nimeros mas também das suas relacdes e operacgdes, associadas a diferentes
contextos. A compreensao dos numeros inteiros €, naturalmente, essencial para a
aprendizagem dos numeros racionais uma vez que o calculo com estes numeros é
uma extensdo do calculo com numeros inteiros, com a introducdo de novas ideias e
processos (BARNETT-CLARKE, FISHER, MARKS & ROSS, 2010). Para que os alunos se
apropriem destas novas ideias e processos, é essencial promover uma aprendizagem
assente na compreensao e avaliacao dessa compreensao onde as agdes mentais que
exteriorizam (MCCLOSKEY & NORTON, 2009) desempenham um papel fundamental,
uma vez que espelham o modo como os alunos pensam com e sobre nimeros.

O desenvolvimento de praticas de calculo mental na sala de aula, embora
nem sempre seja associado a aprendizagem dos numeros racionais, pode ser uma
mais-valia para a aprendizagem destes nimeros com compreensao, principalmente
se se privilegiar a discussao coletiva das estratégias dos alunos. Um ambiente de
aprendizagem onde as estratégias de calculo mental dos alunos sdo partilhadas e
discutidas, podera ser promotor de compreensao dos nimeros racionais. Além disso,
pode favorecer a explicitacao por parte dos alunos das dificuldades que devem ser
discutidas para que conhecimentos prévios construidos de forma incorreta sejam
conceptualmente desconstruidos e desenvolvidos. E a perspetiva de que o calculo
mental deve fazer parte das praticas de ensino da matematica por promover
aprendizagens importantes no ambito dos nimeros racionais, que nos leva a analisar
neste artigo a evolucdo das estratégias de cdlculo mental dos alunos de 10-11 anos,
com fragdes, com as quatro operacgdes basicas, ao longo de uma experiéncia de
ensino que teve a duragao de cerca de quatro meses e a discutir os fatores que
podem influenciar esta evolugao.

Calculo mental com numeros racionais

Calcular mentalmente requer compreensao da grandeza e valor dos niumeros
e do efeito das operacdes sobre os nimeros e a aquisicao prévia de um conjunto de
factos numéricos que permitam calcular rapidamente e com precisao (HEIRDSFIELD,
2011). Neste estudo, o calculo mental é entendido como um calculo exato, efetuado
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mentalmente de forma rapida e eficaz onde é possivel usar registos intermédios em
papel e que, recorrendo a representacdes mentais, faz uso de factos numéricos,
regras memorizadas e relacdes entre nimeros e operacdes (CARVALHO & PONTE,
2015; CARVALHO, 2016). Neste sentido, o conhecimento matematico que os alunos
possuem sobre nimeros e operagdoes é uma ferramenta essencial para a realizagao
de cdlculo mental em geral e com nimeros racionais em particular. Factos numéricos,
regras memorizadas, relacdes numéricas e representacdes mentais, sao elementos
que fazem parte do quadro concetual de suporte a esta investigagao e cuja relagao
entre si estd representada na Figura 1.

Figura 1. Quadro concetual sobre o calculo mental
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(Fonte: CARVALHO & PONTE, 2017)

A aprendizagem de factos numeéricos inicia-se com a aprendizagem dos nimeros
naturais, cujo reportério vai aumentando ao longo da vida, por influéncia escolar
e da vida quotidiana. Estes factos referem-se ao conhecimento prévio de somas,
produtos, diferencas ou quocientes e sao essenciais para apoiar o calculo mental.
Por exemplo, se %+%= 1 for um facto numérico para um determinado aluno, este
aluno no calculo

de =+

N | =

3 1 1 . ;.
pode decompor ;em -+, pararapidamente usar este facto numérico no

Sl w

s 1 1 1 1
calculo de (5 + E) +;€ chegar ao resultado 1

O recurso a estratégias baseadas na aplicagdo de regras memorizadas, por
parte dos alunos, surge em funcao da complexidade dos raciocinios usados no calculo
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mental com numeros racionais, maior do que com numeros naturais (BARNETT-
CLARKE, FISHER, MARKS & ROSS, 2010). Possivelmente isso também resulta da
experiéncia matematica dos alunos, cujo conhecimento acerca das operacdes com
numeros os leva a simplificarem cdlculos cada vez com maior frequéncia. Estas regras
memorizadas envolvem, por exemplo, a aplicagao de procedimentos referentes
a multiplicacdo e divisao por poténcias de 10 (o aluno apenas memoriza que na
multiplicacdao por 10, desloca a virgula uma posicao decimal para a direita ou, na
divisdo por 10, uma posicao decimal para a esquerda) ou procedimentos algoritmicos
como, na adicao de fracoes, a adicao de numeradores quando os denominadores sao
iguais. Como mostram Carvalho e Ponte (2015), alguns alunos justificam que %+ % =1
porgue “Eu fiz logo meio mais meio que sei logo que da 1” - reflexo de que este é um
facto numérico adquirido; outros dizem %+% =§ porque: “Como os denominadores
sao iguais, da-se o mesmo denominador e os humeradores somam-se. Da dois sobre
dois” - reflexo da aplicagao de uma regra previamente memorizada. O uso de factos
numeéricos e de regras memorizadas podem surgir isoladamente enquanto estratégia
de cdlculo mental, mas podem igualmente surgir como auxiliares no estabelecimento
de relagdes entre nimeros e operagdes, como mostra o exemplo que indicamos a

14 - r 3 1
proposito do calculo de i3

Estratégias baseadas em relacdes numéricas envolvem aprendizagens com
compreensao sobre numeros e operagdes e evidenciam o pensamento relacional
dos alunos (EMPSON, LEVI & CARPENTER, 2010). O pensamento relacional é um
aspeto importante no calculo mental por se basear em relacdes numeéricas. Pensar
de forma relacional é ter a capacidade para usar propriedades fundamentais das
operacoes e da nocao de igualdade para analisar e resolver problemas tendo em
conta o seu contexto (Empson et al., 2010). Sao exemplos de estratégias baseadas
em relagdes numéricas, a mudanca de representacdo (CANEY & WATSON, 2003)
entre numeros racionais (fracaodecimal; decimal-->fracdo; fracdo-->percentagem;
percentagem--> fracdao; percentagem-->decimal e decimal-->percentagem) ou de
um numero racional para um ndmero natural (decimal-->namero natural referente a

% em que, por exemplo, no calculo de 0,19 + 0,1 considera 0,19 como 19 e 0,1
como 10); a relacao parte-todo ou parte-parte; a equivaléncia entre expressoes; ou

as relacdes entre operagoes inversas.
Outro aspeto importante a considerar sdao as representagdes mentais a

gue os alunos recorrem no processo de calculo mental. O ser humano constroi
representacdes mentais a partir do mundo envolvente e usa essas representagoes
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para dar sentido ao que o rodeia e para fazer inferéncias. Estas representacdes
mentais podem ser compreendidas através da Teoria dos Modelos Mentais de
Johnson-Laird (1990). Esta teoria pretende explicar processos de conhecimento
complexos e, em particular, processos de compreensao e inferéncia, assumindo
que existem trés tipos de representacdes mentais: modelos mentais, imagens
mentais e representagdes proposicionais, que sao fundamentais nos processos de
pensamento. A diferenga entre estas representacdes reside na sua especificidade
e funcao, embora os modelos mentais sejam a base para a criagao de imagens e
representacoes proposicionais. Representacdoes mentais sao consideradas modelos
mentais se representam percecoes globais do mundo real (e.g., uso de um contexto
de partilha equitativa para dividir uma determinada quantia de dinheiro entre duas
pessoas). Representam-se o mundo real com alguma especificidade onde algumas
caracteristicas sdao contempladas, sao consideradas imagens (e.g., relacdo entre a
representacao simbdlica % e uma piza dividida em duas partes da qual se considera
uma parte). Representam-se proposicoes verdadeiras ou falsas, importantes para a
construcdo de inferéncias acerca do mundo real, sdo representagdes proposicionais

SRS AR O U U U5 S SRS S B
(e.g., se 7=7+7 2 2 2tz gz g porque ;=5 =0).

Representagdes mentais estdo na base de processos de raciocinio dos alunos
e refletem as suas concegdes acerca dos numeros racionais e das suas operagoes.

Metodologia de investigacao

Este estudo é qualitativo e interpretativo (DENZIN & LINCOLN, 2005) com uma
metodologia de Investigacdo Baseada em Design (IBD)* (COBB, CONFREY, DISESSA,
LEHERE & SCHAUBLE, 2003). Participam duas professoras e duas turmas do 6.° ano
(39 alunos no total) com idades compreendidas entre 10 e 11 anos que ja tinham
trabalhado os numeros racionais nas suas varias representacoes (decimal, fracao,
percentagem) e nas quatro operacdes matematicas basicas e a primeira autora (a
partir daqui designada por investigadora) como observadora participante.

O estudo desenvolveu-se em trés fases (Figura 2): preparagdo, experimentagao
e analise. A fase de preparagao envolveu uma primeira revisao de literatura e um
estudo preliminar, com alunos do 5.° ano (9-10 anos) da investigadora, tendo por
base um protétipo de experiéncia de ensino com seis tarefas de calculo mental. Este
estudo preliminar tinha como objetivo perceber as estratégias de calculo mental dos

1 Designagdo em portugués de Design-Based Research de Ponte, Carvalho, Mata-Pereira e Quaresma (2016) que
usamos neste artigo.
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alunos com numeros racionais e algumas das dindmicas inerentes a realizacao de
uma experiéncia de ensino centrada em tarefas de cdlculo mental e na discussao
coletiva dessas tarefas. Posteriormente, foi construida uma experiéncia de ensino
com dez tarefas de calculo mental, partindo da conjetura de que uma experiéncia de
ensino realizada durante quatro meses, baseada em tarefas de céalculo mental em
contextos matematicos (expressdes) e ndo matematicos (situagdes contextualizadas)
com numeros racionais envolvendo as quatro operacgdes e centrada na discussdo das
estratégias dos alunos no 6.2 ano, contribui para o desenvolvimento do reportdrio
de estratégias de calculo mental desses alunos e para a melhoria gradual do seu
desempenho em tarefas de calculo mental.

Figura 2. Fases de desenvolvimento do estudo.

Preparacdo Experimentacio Anilice
F o Y H E
Estudo prelaminar
oS e - A y
Smafrle pel frigee y
L i'||'|-'.r|'-|-'._'||'\| da e ||.1.¢'\-.-|-_I-|::“-\: 1 - 2= LG na

EElhr menko i corEiuy 0 QuEsdro [Eor {* 1 AT |.'"'. 4
. Til I i FHE' ST, £H] LIS 1] *Af) M

A fase de experimentagao contemplou dois ciclos, um em 2012 (Ciclo I) e outro
em 2013 (Ciclo II). Os dados foram recolhidos recorrendo a observacao direta das
aulas em que se realizaram tarefas de calculo mental e a gravagao audio e video dessas
aulas, para posterior analise e reflexao acerca dos momentos de discussdo coletiva.
A experiéncia de ensino foi elaborada pela investigadora e discutida e reajustada com
as professoras das turmas que a realizaram na sala de aula. A discussao na sala de
aula foi conduzida pelas professoras, intervindo a investigadora pontualmente para
esclarecer aspetos relacionados com a comunicagao de estratégias dos alunos.

Na andlise de dados foram visionados os episddios de aula com o intuito de
identificar as estratégias de calculo mental que os alunos referem nos momentos
de discussdo. Para a andlise das estratégias, foram consideradas trés categorias
(Quadro 1) que sao parte integrante do quadro concetual do estudo (Figura 1):
(i) factos numéricos; (ii) regras memorizadas; e (iii) relagdes numéricas. Estas
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categorias (e suas subcategorias) foram construidas com base em estudos anteriores
(e.g., CANEY & WATSON, 2003) e na analise dos dados recolhidos nos dois ciclos de
experimentacdo. A designacdo dada a estratégia do aluno foi escolhida em fungao
do elemento mais forte presente nesta estratégia (por exemplo, se faz um uso forte
de relagdes numéricas, nomeadamente da mudanca de representacdo é considerada
uma estratégia de categoria “relagdes numéricas” e subcategoria “mudanca de
representacao”). Para cada categoria foram identificadas, sempre que possivel,
as representacdes mentais subjacentes as estratégias dos alunos, nomeadamente
modelos mentais, imagens mentais e representacdes proposicionais. Estas
representagcoes mentais foram interpretadas a partir das explicagdes dos alunos,
uma vez que a unica forma de aceder ao seu processo de pensamento, é através do
modo como estes o exteriorizam.

Quadro 1. Exemplo da categorizacdo de estratégias de calculo mental.

Categorias

Estratégias de factos Estratégias de regras Estratégias de relacbes  Representa¢des men-
numeéricos memorizadas numéricas tais

Relagdo parte-todo;
Modelos mentais:

Mudanca de contexto de relégio;
T representacao; dinheiro; compras (...).
Simplificacdo de epresentacao; ! pras (...
3 Somas, produtos, cdleulos; Relagdo entre Imagens mentais:
= ’
o uocientes . expressoes; de numeros
o ave Procedimento P ’ .
It ou diferencgas . representagdes,
® . algoritmico; lacs -
S previamente Relagdo entre objetos (...).
=} . ~ .
R S s operacgdes inversas;
» conhecidos. Divisdo/multiplica-cdo perag ! "
or 10 e/ou 100 Representagdes
P : Propriedades das proposicionais: de
operagdes relages entre nimeros

e operagoes.

(..)

As trés fases do estudo foram acompanhadas por uma reflexao individual
constante por parte da investigadora e por uma reflexao coletiva entre esta e as
professoras nas reunides de preparacao/reflexao? nos dois ciclos de experimentacgao.
Estareflexdao, em conjunto com umarevisao de literatura continuada, permitiu melhorar
e aprofundar ndo s6 o quadro concetual e as conjeturas de ensino e aprendizagem,
mas também a experiéncia de ensino, originando diversos ajustamentos nas tarefas
ao longo dos dois ciclos de experimentacao.

2 As reunides de preparacgao e reflexdo foram dudio-gravadas, mas ndo sdo alvo de analise neste artigo.
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A experiéncia de ensino

A experiéncia de ensino € composta por dez tarefas de calculo mental, que
denominamos de “Pensa rapido!” Estas tarefas incluem expressdes e situagoes
contextualizadas que foram projetadas semanalmente na sala de aula com recurso
a um PowerPoint temporizado. No primeiro ciclo de experimentagdao realizamos
sete tarefas envolvendo expressdes, duas com situacdes contextualizadas e uma
envolvendo ambas (mistas). No segundo ciclo, procedemos a uma reorganizagao das
tarefas tendo-se realizado cinco tarefas com expressoes e cinco tarefas mistas. Esta
reorganizagao emergiu da necessidade dos alunos darem sentido aos nimeros usando
situagcOes contextualizadas (GALEN, FEIJS, FIGUEIREDO, GRAVEMEIJER & KEIJKER,
2008). No Quadro 2 apresentamos alguns exemplos de questdes envolvendo fragdes
que fazem parte da Ultima versdo das partes 1 e 2 das tarefas da experiéncia de
ensino, usadas no ciclo de experimentacgao II.

Cada tarefa é constituida por duas partes, tendo cada parte cinco expressoes
ou quatro situagdes contextualizadas. Os alunos tém 15 segundos para resolver
mentalmente cada expressao e 20 segundos para resolver cada situagao
contextualizada e anotar o resultado numa folha de registo. Apds a projecao da
primeira parte, promove-se um primeiro momento de discussao de estratégias dos
alunos com o intuito de influenciar positivamente a realizacao da segunda parte
da tarefa. No final da segunda parte promove-se novo momento de discussao. A
duracao destes momentos de calculo mental varia entre os 30 e os 90 minutos. Nas
tarefas com expressoes, intercalam-se expressoes sem valor em falta (e.g., %+ %) com
expressoes de valor em falta (e.g., % +?7= %) sendo que estas ultimas representam
um contexto de aprendizagem promotor de pensamento relacional ao invés de uma
aplicacao direta de procedimentos de calculo (CARPENTER, FRANKE & LEVI, 2003).
Nas tarefas mistas, uma das partes contém expressdes e a outra parte contém
situagOes contextualizadas (e.g., “O sdlido A tem 8,4/ de capacidade e o sdlido B
tem % de capacidade do sdlido A. Calcula a capacidade do sdlido B”) que pretendem
facilitar a criagdao de referéncias e de representagdes mentais, nos alunos, bem como
ajuda-los a dar significado aos numeros através da relagdo entre estas situagoes
e algumas das expressoes apresentadas. Por exemplo, a resolugao da situacao do
sdlido A e B, referida em cima pode relacionar-se com a resolucao da expressao %
de 60, sendo que, por diversas vezes os alunos fizeram estas analogias, tal como
pretendiamos.
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A construcao das tarefas seguiu quatro principios fundamentais, que integram
um vasto leque de conhecimentos sobre nimeros e operagdes e que permitiram
construir tarefas de calculo mental capazes de promover nos alunos o desenvolvimento
de capacidades de calculo e de conhecimentos sobre nimeros e operagdes, bem como
criar oportunidades para discutir aprendizagens que necessitam de ser aprofundadas
e/ou revisitadas.

Principio 1 - Usar contextos que possam ajudar os alunos a dar significado aos
numeros. O uso de contextos matematicos (expressdes com e sem valor em falta)
e de situagdes contextualizadas ajuda os alunos a darem significado aos nimeros
(GALEN et al., 2008) e a transitarem entre diferentes contextos (BELL, 1993) onde
podem usar estratégias semelhantes para os resolver. Os contextos através dos quais
se abordam os nimeros racionais podem proporcionar a criagao de modelos mentais
(JOHNSON-LAIRD, 1990) aos quais os alunos recorrem quando necessario.

Principio 2 - Usar diversas representacées de um numero racional. O recurso
a diversas representacdes de um numero racional (decimal, fracdo e percentagem)
e a numeros de referéncia facilitam a equivaléncia entre representacdoes (CANEY &
WATSON, 2003) e operacoes e o estabelecimento de relagdes entre representagoes e
imagens mentais de determinados conceitos matematicos (SWAN, 2008).

Principio 3 - Usar tarefas com diferentes niveis de exigéncia cognitiva. Tarefas
com caracteristicas diferentes podem levar os alunos a desenvolverem estratégias
baseadas em raciocinios diversos (HENNINGSEN & STEIN, 1997). O uso de
diferentes contextos (como referido no principio 1) proporciona oportunidades de
aprendizagem com niveis de exigéncia cognitiva diversificados. Enquanto as situagoes
contextualizadas sao de nivel cognitivo alto por exigirem ao aluno uma analise mais
cuidada do contexto e a selecao da operagao a utilizar, as expressdes sem valor em
falta sdo de nivel de exigéncia cognitiva baixa pois, na sua maioria, apelam ao uso de
procedimentos simples. Dentro das expressoes, destacamos o papel das expressoes
de valor em falta como sendo questdes de nivel de exigéncia cognitiva elevada
pela oportunidade que representam para desenvolver o pensamento relacional dos
alunos, um aspeto essencial de suporte a aprendizagem da Algebra (CARPENTER et
al., 2003).

Principio 4 — Ter em conta a investigacdo sobre o calculo mental e os nimeros
racionais. O conhecimento acerca do que envolve o calculo mental (e.g., HEIRDSFIELD,
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2011) e a aprendizagem dos numeros racionais, no qual se inclui a importancia
dos aspetos enumerados nos principios 1 e 2, bem como as possiveis estratégias
e erros dos alunos (e.g., CANEY & WATSON, 2003) apoiam a selecao de numeros
e contextos que promovam o desenvolvimento de estratégias de calculo mental e
potenciem relagdes entre nimeros e operacdes. O uso de nimeros de referéncia
facilita o estabelecimento destas relagoes.

Na experiéncia de ensino, os alunos calculam mentalmente apenas com a
representacao fraciondria nas tarefas 1 e 2 em expressdes com e sem valor em
falta. Posteriormente, esta representacao surge, tanto em expressdes como em
situagcOes contextualizadas, em simultdneo com a representacao decimal (tarefas 3,
extra, 5 e 6) e com percentagens (tarefas 8, 9 e 10). O Quadro 2 mostra exemplos
de algumas questdes de cdlculo mental com a representacao fracionaria usadas ao
longo da experiéncia de ensino nas partes 1 e 2 de cada uma das tarefas. Estas
tarefas permitem desenvolver e ampliar estratégias de calculo mental dos alunos
ao rever e consolidar aprendizagens envolvendo nimeros racionais de referéncia e,
ao promoverem um conjunto de relacdes e o uso de propriedades das operacoes.
Mas as tarefas, por si sO, sao insuficientes para desenvolver o calculo mental dos
alunos. Estas sao o ponto de partida para a atividade matematica dos alunos e a sua
realizacao na sala de aula deve promover a reflexao e ser objeto de discussao para
que se construam conhecimentos de forma coletiva. Na perspetiva de Thompson
(2009), o desenvolvimento do célculo mental deve ter lugar num ambiente de sala
de aula onde os alunos se sintam confortaveis a partilhar as suas estratégias, e
onde o professor oica atentamente as suas estratégias e as reforce positivamente,
contribuindo para a melhoria do conhecimento dos alunos acerca de numeros e
operacgles e sua capacidade de implementar estratégias eficazes. O professor deve
ainda assegurar-se que os alunos tiveram oportunidade de experienciar situacoes
diversificadas de calculo mental para assim desenvolverem estratégias cada vez mais
sofisticadas.
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Quadro 2. Exemplo de questdes de calculo mental com a representagdo fracionaria.

Questdes
Tarefa
Parte 1 Parte 2
1 1 N d 1 47 3
D3%3 )3t=g
9 4 2 7 5 1
— == IX—=—
576 e =6
i) Para fazer refresco de laranja é necessario
1 1
de — [ concentrado por cada =1 de agua.
; 3, 05 10 P 2 &
a)—+0,
)4
Que quantidade de concentrado se deve usar
para fazer 1,5I de refresco.
Ext d 4 ? ! 4 + !
xtra —+?7== — 4=
) 5 5 H 14 2
O avo do Jodo ja gastou 10 da
5 capacidade de um depdsito de agua na rega 9)12,2+0,5
do jardim. Quanto |he falta para esvaziar o
depdsito?
O sélido A tem 8,4l de capacidade e o soli-
6 do B tem z da capacidade do sélido A. h) 7% 0,5 = 30
Calcula a capacidade do sdlido B.
8 3 de 60 ! de?=18
a)Z e 1D g e?=
Uma camisola custa 20€. O Vasco com- 9 3
9 prou-a com 20% de desconto. Calcula o o7 1o
valor do desconto.
A Ana quer encher copos com refresco.
10 Cada copo tem %l de capacidade. Com e) 1_62+?: 1

0,75! de refresco, quantos copos consegue
encher a Ana?

Outro aspeto que consideramos importante € o questionamento na sala de
aula, quer no sentido professor-aluno, quer entre alunos. Questdes do tipo “Como
pensaste? Como chegaste ao teu resultado? O que pensam da estratégia do colega?
Em que aspeto é que a tua estratégia é diferente da do teu colega?” visam ajudar os
alunos a explicar e a clarificar como pensaram e a serem criticos face as explicacoes
dos colegas, gerando-se um ambiente de partilha onde se vai construindo um
reportorio de estratégias e se validam as estratégias dos alunos, através da interagao
entre estes. Desenvolver o calculo mental dos alunos requer tarefas que potenciem
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a relacdo entre numeros e operagdes, mas sobretudo uma discussao na sala de aula
que permita partilhar conhecimentos e formas de pensar.

A dinamica de realizagao das tarefas mantém-se ao longo de toda a experiéncia
de ensino. Os numeros racionais surgem em diferentes representacdoes (decimal,
fracdo e percentagem) estando a representacao usada em cada tarefa de acordo
com o conteddo matematico que as professoras estdao a trabalhar no momento. No
momento em que se estudam volumes usa-se sobretudo a representacao decimal,
no estudo das relagdes e regularidades usa-se a representagao em fracao e em
Estatistica usam-se as trés representacdes. Esta opcdo permite relacionar nimeros
racionais com diversos conteludos matematicos e desenvolver o cdlculo mental de
forma integrada, com a aprendizagem dos numeros racionais prolongada no tempo.

Evolugao das estratégias de calculo mental dos alunos com fragoes

Em ambos os ciclos de experimentacao as estratégias de calculo mental dos
alunos mostram evolugao na forma como estes pensam sobre fragdes e suas operagoes.
Inicialmente, os alunos centram as suas estratégias em factos e regras memorizadas,
transitando para outras centradas em relagdes numéricas. Esta evolugdo é analisada
tendo por base as estratégias de calculo mental de Marta (Ciclo de experimentacdo
I) e Inés, Rui e Ricardo (Ciclo de experimentagao II) que se indicam no Quadro 3.

A expressao %% foi a primeira questdao de calculo mental que os alunos
resolveram mentalmente. A resolucao desta expressao nao requer calculos complexos,
mas apenas a compreensao, por parte do aluno, da grandeza envolvida ou a simples
aplicacdo de um facto numérico como iremos mostrar a seguir.
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Como nem todos os alunos entendem a representagao % da mesma forma
e dada a sua importancia enquanto referéncia para pensar sobre fragdes inferiores
a unidade, esta representacao e a adicao de duas fracOes equivalentes a % surgiu
diversas vezes na experiéncia de ensino para que este entendimento fosse discutido,
compreendido e partilhado.

Para resolver a expressao anterior, Marta (Ciclo I) recorre a um facto numérico
gue conhece (duas metades formam a unidade) mostrando que associa a fracdao o
conceito de metade, enquanto Inés (Ciclo IT) necessita de usar uma regra previamente
memorizada para a adicao de fracdes, nao mostrando qualquer entendimento acerca
da grandeza associada a % . No que se refere as representacdes mentais, tanto
a estratégia de Marta como a de Inés parece ter subjacente o recurso a imagens
mentais, embora a explicacdo dada pelas alunas seja pouco explicita. A estratégia de
Marta podera estar associada a imagem mental da representacdo pictérica da adicao
de duas fracdes que representam metade de uma quantidade, por rapidamente
relacionar a expressdao com “meio mais meio” ou simplesmente a memorizacdo
do facto numérico em causa. A estratégia de Inés pode ter por base a imagem
mental da visualizacao de um procedimento que esta conhece, com especial foco nos
denominadores iguais, uma vez que esta é supostamente uma condicao essencial

para a adicao de fracoes.

A tarefa extra (6.2 tarefa a ser realizada pelos alunos) surgiu com a necessidade
de rever algumas das estratégias de calculo mental dos alunos, depois de uma
interrupcao letiva. Nesta tarefa a expressao 1—74+% tem o mesmo objetivo que o
da expressao que apresentamos anteriormente, mas com um grau de dificuldade
acrescido pelo facto de uma das fragdes nao ser % mas sim equivalente. De salientar
gue houve alunos que nao reconheceram esta equivaléncia limitando-se a aplicar um
procedimento algoritmico, mas tanto Marta como Inés, mostram evolucdo no modo
como pensam para resolver esta questao, tendo em conta o que fizeram a propdsito
do célculo de %+% . Inés (Ciclo II) reconhece que 1—74 € equivalente a metade logo,
“metade mais metade” iria ser igual a 1, abandonando o recurso a estratégias de
regras memorizadas para passar a estratégias baseadas em factos numeéricos. A
representacao mental subjacente a estratégia de Inés podera ser semelhante a usada

por Marta na primeira expressao.

No que se refere a Marta, esta, para além de reconhecer igualmente a equiva-
|Iéncia entre as fragdes 1—74 e % , @ sua explicacao evidencia uma GEneralizagao acerca
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de fragcdes que representam “metade”. No cdlculo mental desta expressao, a aluna
recorre agora a relagdes numéricas e ao pensamento relacional, onde considera o
numerador e o denominador da fragao 1—74 e ao verificar que 7 é metade de 14,
conclui que a fracao é equivalente a % , aplicando de seguida o facto numeérico
que ja tinha usado anteriormente. Esta estratégia podera ter subjacente uma
representacao proposicional baseada em proposigoes verdadeiras, que se relacionam
com as relagdes numeéricas realizadas por Marta: Para % em que a = b + 2 entdo % = % Esta
evolucao na estratégia de Marta, do uso de factos numeéricos para o uso de relagoes
numeéricas, onde esta verbaliza uma generalizacdo para fragdes que representam
, permite a aluna o reconhecimento de qualquer fracdo equivalente a % . 0O
facto de termos recorrido com alguma frequéncia a representacdes equivalentes a
%(e.g., %,0,5,50%) ao longo da experiéncia, em diversos contextos, ajudou certamente
os alunos a apropriarem-se da grandeza associada a % , levando-os a realizacdo de
generalizagbes, como aconteceu com Marta.

~ N~ 4 2 .
Na tarefa 2 a resolugao da expressao 7% pode apoiar-se, por exemplo,

na compreensao do conceito de divisao como agrupamento (em % quantas vezes
é possivel coIocar — ), ou entdo, na relagao inversa entre divisao e multiplicagao
(quantos % preC|so para perfazer % ) sem que seja necessaria a aplicacao de
procedimentos algoritmicos. No entanto, Rui aplica um conjunto de procedimentos
incorretos (regras memorizadas) relativos a adicao e subtracao de niumeros naturais
para dividir duas fracdes, que podem ter por base imagens mentais de procedimentos
gue sao do seu conhecimento e que aplica sem qualquer sentido. Rui chega ao
resultado adicionando o numerador de cada fragao com o respetivo denominador
(44+6=10 e 2+6=8) e subtraindo ambas os resultados para obter 2, o numerador da
fragcdo que assume como resultado, mantendo os denominadores. Este é sem duvida
uma estratégia criativa, mas que mostra lacunas na aprendizagem de Rui ao nivel da

compreensao do conceito de divisao em geral e da divisao de fracdes em particular.

. 9 3 ~ . o
Na tarefa 9, no calculo de 5519 + @ compreensao do conceito de divisao

teria sido igualmente importante para a resolugcao desta expressao. Apesar da
explicacao de Ricardo nao ser clara quanto ao modo como resolveu a expressao,
ao referir que fez 0 mesmo que o colega Luis, da-nos a indicagao de que usa uma
regra memorizadas, ou seja o algoritmo “inverte e multiplica” uma vez que chega
9 (9 3 _9 10_9x10_90 \ n

ao resultado — (—+—=_"—x—= =_—] que, a semelhanca de Inés, pode ter

_ © 30 \10 10 10~ 3  10x3 30 e _
subjacente imagens mentais de procedimentos que conhece. Ao contrario de Rui,

Ricardo chega a um resultado correto, mas nao mostra compreensao relativamente
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a operagao que realiza, limitando-se a aplicar um conjunto de procedimentos.

Na tarefa 10, a estratégia de Rui e Ricardo para a resolugdao da situacdo
contextualizada “A Ana quer encher copos com refresco. Cada copo tem %L
de capacidade. Com 0,75L de refresco, quantos copos consegue encher a Ana?”
mostra uma evolugao significativa na forma como pensam sobre divisdo de nimeros
racionais, tendo em conta o modo como dividiram fragdes nas tarefas 2 e 9. Esta é
uma questdo da ultima tarefa da experiéncia de ensino com um nivel cognitivo elevado
relativamente as expressdes que estes alunos resolveram anteriormente. A situagao
envolve nimeros racionais em duas representacdes diferentes (fracdo e decimal) e a
operagao que conduz ao resultado correto nao esta indicada, sendo esta uma opgao
a tomar pelos alunos. Na resolucdo desta situagao, que poderia ser resolvida através
da expressao 0,75+% , tanto Rui como Ricardo usam relacdes numeéricas onde a
mudanca de representacao assume um papel fundamental no estabelecimento de
outras relagdes que se seguem. Ambos evidenciam conhecimentos sobre equivaléncia
entre representacdes dos numeros racionais e entre fracdes. Ricardo associa 0,75
a 75% e posteriormente a g, possivelmente porque o divisor era uma fragao de
denominador 8. De notar que a fragao % , certamente por nao ter sido muito usada
e discutida na experiéncia de ensino criou algumas dificuldades aos alunos, o que
nao foi o caso de Ricardo uma vez que transitou facilmente entre representagoes dos
numeros racionais até encontrar aquela que mais lhe facilitaria o calculo. Ao optar
por converter 0,75 em g e tendo em conta que cada copo tinha a capacidade de %

, de forma quase intuitiva e sem necessidade de calculos demorados, o aluno chega
ao resultado 6 mostrando compreender a relacao entre as fragoes o1, No caso

8 8

de Rui, este associa 0,75 a 75% e posteriormente a 7 referéncias sobejamente

discutidas na experiéncia de ensino e, como necessita de um denominador 8, converte

. ~ 1 .
%em g. De realgar o facto de Rui mostrar ter nogao da grandeza de g @o associar

a esta fracao “um copo normal pequeno” e de reconhecer que a unidade (o litro) seria
8 (estaria possivelmente a referir-se a g ). Mas como so6 foram usados 75% do litro
(0,75L), encheram-se apenas 6 copos. Esta parte da explicacao de Rui pressupoe o

\ ~ 6 1
recurso a relagao parte-todo ( g o todo e 3 €5 as partes).

As estratégias de Rui e Ricardo poderdao ter subjacentes representacoes
proposicionais baseadas em proposicoes verdadeiras, centradas na mudanca
de representacao e na relagao entre dividendo e divisor da operacao que tinham

. . 6 o 1 6 1
supostamente de realizar. No caso de Ricardo: se 0,75 =75% = 3 entao 0,75 5575
Assim, g+%= 6 porque gz 6><%. No caso de Rui: se 0,75=75%-= é— e como

1 . 3 6 8 1

3 tem denominador 8, 1°% Se i 1 litro= 8 copos de §l’ entao i 6 copos.
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Estes alunos recorrem a representagoes equivalentes (decimal-->percentagem-
->fracao), resolvem a situacao comparando quantidades, sem recorrer a divisao de
forma explicita e mostram compreensao acerca da grandeza dos numeros envolvidos.

Discussao e conclusao

No inicio da experiéncia de ensino, em ambos os ciclos de experimentacdo,
as estratégias de calculo mental dos alunos com fragdes centram-se na aplicacao
de regras memorizadas e factos numeéricos, as quais se associam essencialmente
imagens mentais de factos e procedimentos conhecidos dos alunos, que estes
aplicam muitas vezes sem sentido e compreensdo. Com o decorrer da experiéncia,
verifica-se uma evolugdo nas estratégias dos alunos, uma vez que estes passam a
usar relagdes numéricas mais do que regras e factos, de entre as quais destacamos
a mudanca de representagao (CANEY & WATSON, 2003) como ponto de partida para
o estabelecimento de diversas relacdes. Com o emergir de estratégias baseadas
em relagdes numéricas surgem as representacdes proposicionais, que apoiam o0s
alunos em processos de raciocinio mais complexos (JOHNSON-LAIRD, 1990). Alguns
alunos refletem a aplicacdo de procedimentos nas suas estratégias iniciais, como
Inés e Ricardo ou mesmo Rui (Ciclo II) que mostra nao saber dividir duas fracoes,
mas passam a usar estratégias que refletem conhecimentos sobre a grandeza dos
numeros (HEIRDSFIELD, 2011), equivaléncia entre representagdes dos numeros
racionais, comparacao e relagao parte-todo. Marta (Ciclo I) revela conhecer factos
numeéricos ao nivel dos numeros racionais, mas, na tarefa extra, mostra capacidade
para generalizar recorrendo a pensamento relacional, processo importante para a
aprendizagem da Algebra (CARPENTER et al., 2003).

No que se refere aos fatores que podem ter influenciado a evolugao das
estratégias dos alunos, consideramos que estes se relacionam com os principios
que consideramos na construcdo das tarefas e as oportunidades de discussao
coletiva de estratégias em sala de aula. Neste artigo, de acordo com os exemplos
que analisamos, comecamos por destacar a importancia dos principios 2 e 4. A
inclusao de outras representacdes dos numeros racionais (decimal e percentagem)
para além da fracionaria, a partir da tarefa 3 e a discussao da relagao entre estas
representagdes, bem como o uso de niumeros de referéncia (eg., %,0,2,%,50%) (CANEY
& WATSON, 2003) contribuiu certamente para que Rui e Ricardo estabelecessem
facilmente a relagao entre 0,75,75%,% e 9.

8
A inclusao de situagdes contextualizadas (nivel cognitivo elevado - principio 3)

49



CALCULO MENTAL COM FRAGOES: EVOLUGAO DAS ESTRATEGIAS DOS ALUNOS
NUMA EXPERIENCIA DE ENSINO .
‘ LLUCACAD
A TEMATICHE

a par de expressdes com e sem valor em falta, que surgiu também a partir da tarefa
3, contribuiu para diversificar os contextos (BELL, 1993; GALEN et al., 2008) em que
0Ss numeros racionais sao apresentados (principio 1) e permitiu aos alunos estabelecer
relacdes entre contextos matematicos (expressdes) e ndo matematicos (situacdes
contextualizadas), favorecendo a compreensao da grandeza associada aos numeros

. . . 4 2 9 73 _
racionais. Recordamos que as expressoes - +— *10 foram resolvidas erradamente

0 e — =
Oou com recurso a procedimentos algorl'tn6‘1icgs 1pOor Rui e Ricardo, mas que ambas
as expressoes se assemelham a que resolvia a situacdo contextualizada realizada
por estes alunos g+%) or61de1 depois de recorrerem a representagdoes equivalentes
limitaram-se a comparar 35 usando de modo implicito o conceito de divisdo. De
realcar ainda a importancia de propor aos alunos tarefas de diferente nivel cognitivo
(Henningsen & Stein, 1997). Tarefas de nivel cognitivo elevado incentivam raciocinios
mais elaborados. Na resolucdo de expressdes sem valor em falta o aluno poderd apenas
ter de aplicar um facto ou uma regra, mas o uso de situagdes contextualizadas leva-o
a ter de interpretar a situagao, de analisar a relagao entre os niumeros e de escolher
a operacao adequada a resolucao da situacdo. O facto dos nimeros racionais terem
surgido num contexto de medida, podera ter facilitado o modo como Rui e Ricardo
pensaram sobre eles, uma vez que sao contextos conhecidos dos alunos e acerca dos
quais devem possuir representacdes mentais que possam apoiar 0S Seus processos

de raciocinio.

As caracteristicas das tarefas revelaram-se fundamentais no processo de
evolugdo das estratégias dos alunos e melhoria do conhecimento acerca dos numeros
racionais, contudo, perderiam toda a sua importancia se estas caracteristicas nao
tivessem sido amplamente enfatizadas nas discussdes coletivas de calculo mental em
sala de aula. Com frequéncia se discutiu a relagao entre representacdes dos nimeros
racionais de referéncia, entre operacoes, propriedades das operacdes e entre contextos
matematicos e ndo matematicos que pudessem criar representacdes mentais nos
alunos de modo a apoia-los no seu cdlculo mental. As discussdes coletivas foram
igualmente importantes para compreender e avaliar o conhecimento matematico dos
alunos em geral e em particular no que se refere aos nimeros racionais, avaliagao
esta que permitiu desconstruir erros concetuais dos alunos.

Deste modo, os resultados apresentados neste artigo sugerem que o
desenvolvimento do calculo mental dos alunos com nimeros racionais representa um
contributo para a aprendizagem destes numeros e também para o desenvolvimento do
seu pensamento relacional (EMPSON et al., 2010). No entanto, é fundamental que as
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tarefas sejam construidas tendo em conta os quatro principios acima indicados, para
que as aprendizagens sobre nimeros e suas operagdes sejam consideradas e objeto
de discussdo em sala de aula, criando assim condicdes favoraveis a aprendizagem
dos alunos.
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