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RESUMO

A dificuldade apresentada pelos alunos na disciplina de Calculo nas universidades de todo pais € um problema recorrente em cursos
de diversas areas que possuem esta disciplina em seu curriculo. O indice de ndo aprovagao é altissimo, o que acaba acarretando,
em muitos casos, até no abandono do curso. Este trabalho apresenta como alternativa para tentar solucionar este problema a
insercdo, de forma introdutdria, dos conceitos de Calculo Diferencial e Integral ainda no Ensino Médio. Por meio de uma pesquisa
bibliografica realizada em trabalhos disponiveis sobre o tema, concluimos que além de ser possivel introduzir esta matéria no
Ensino Médio, pode-se ter uma melhora significativa no desempenho dos alunos que cursam esta disciplina.

Palavras-chaves: Ensino de Calculo. Ensino Médio. Célculo Diferencial e integral.

ABSTRACT

The difficulty presented by students in the discipline of Calculus in universities across the country is a recurring problem in courses
in different areas that have this discipline in their curriculum. The non-approval rate is very high, which in many cases leads to
the abandonment of the course. This work presents as an alternative to try to solve this problem the insertion, in an introductory
way, of the concepts of Differential and Integral Calculus still in High School. Through bibliographical research carried out in works
available on the subject, we concluded that in addition to being possible to introduce this subject in High School, one can have a
significant improvement in the performance of students who attend this discipline.

Key words: Teaching Calculus. High school. Differential and integral calculus.

INTRODUCAO

Sabemos que no Ensino Superior, ndo apenas, mas principalmente nos cursos que abrangem a drea de
Ciéncias Exatas, a disciplina de Célculo Diferencial e Integral é tida como uma das mais importantes da grade
curricular de inimeros cursos. Grande parte desse lugar de destaque se justifica pela grande aplicabilidade
gue este conteldo proporciona na resolucdo de problemas em diversas areas de estudo. Entretanto, a pouca
familiaridade da grande parte dos estudantes com esse conteddo causa uma dificuldade elevada com a
disciplina, ocasionando déficit de aprendizado e chegando até, em muitos casos, a reprovacgao.

Assim, justificamos a relevancia da nossa pesquisa considerando como aspecto principal aimportancia
do primeiro contato com estes conteudos ainda no Ensino Médio com o intuito de possibilitar a familiarizagao
do estudante com essa drea de estudos. Além disso, deve-se levar em consideracao o enriquecimento do
ponto de vista matematico e a maturidade que o estudo desse tema pode propiciar ao aluno.

O objetivo do trabalho é mostrar que é possivel iniciar o estudo dos conceitos do Cdlculo Diferencial e
Integral ainda no Ensino Médio. E que mesmo que esse estudo seja feito de forma introdutdria, pode refletir
de forma positiva na vida académica dos estudantes. Com o propdsito de alcangar os objetivos propostos, o
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trabalho esta dividido da seguinte maneira:

Na primeira parte, aborda-se um pouco da histdéria do Ensino de Calculo no Brasil, apresentando
de forma cronolédgica, as principais mudangas que ocorreram ao longo do tempo com relagdo a esta area
do ensino. Em seguida, apontamos alguns dados que reafirmam a dificuldade encontrada pelos alunos ao
chegarem ao Ensino Superior e se depararem com uma matéria totalmente nova, a qual nunca tiveram
nenhum tipo de contato anterior.

Posteriormente, falamos sobre as possibilidades de se inserir os conteudos de Calculo (chamaremos
apenasassimdaquipordiante) no Ensino Médio. Eemseguida, versamos sobre os conteidos que consideramos
mais adequados de se abordar no Ensino Médio, levando em consideracao o nivel de maturidade dos alunos
nesta fase de ensino.

E por fim, trazemos as principais definicdes das ideias do Calculo, assim como os principais conceitos
e regras de derivacdo e integracao, seguidos de alguns exemplos.

O ENSINO DE CALCULO NO ENSINO MEDIO

Atualmente, é do conhecimento de todos que permeiam a comunidade académica que a disciplina de
Calculo é uma das mais importantes da grade curricular de inUmeros cursos. Por esse motivo, a preocupagao
com baixo rendimento de grande parte dos alunos que cursam esta disciplina aumenta ainda mais. Sendo um
dos principais responsaveis pelos altos indices de ndo aprovacao e culpado pela desisténcia de varios alunos
destes cursos. A seguir, tentaremos identificar o motivo dessa dificuldade encontrada por esses estudantes e
propor uma possibilidade de intervencdo para o problema.

O ENSINO DE CALCULO NO BRASIL AO LONGO DO TEMPO

Com o passar dos anos e as mudancas sofridas pela educacdo brasileira, o ensino da Matematica
também sofreu muitas altera¢des. Rocha (2018), explica que os primdrdios desse ensino no Brasil foram os
jesuitas que, em 1573, fundaram um colégio no Rio de Janeiro, que tinha como objetivo principal formar
novos servos. Nessa época, era dada pouca importancia para a Matematica, que era estudada apenas nos
cursos superiores de Filosofia, Ciéncias e Artes. Com a expulsdo dos jesuitas em 1759, o ensino comecou a
sofrer mudancas, como o surgimento de aulas isoladas e a inclusdo de novas disciplinas.

A autora explica ainda que posteriormente, em 1837, foi fundada a primeira escola secundaria publica
no Rio de Janeiro, o Colégio Pedro Il. Nesse periodo, a Matematica sofreu acréscimo de disciplinas como
Aritmética, Geometria e Algebra nos curriculos de todas as séries que constituiam o ensino naquela época.
Em 1890, aconteceu a primeira mudanga importante no ensino do Brasil, quando foi decretado a inclusdo do
ensino da Matematica abstrata e concreta e a exclusao de disciplinas tradicionais como o latim e o grego. Foi
a partir dai, que o Calculo comecou a fazer parte dos conteudos lecionados nas escolas.

Em 1931, o ensino foi dividido em dois ciclos: o fundamental e o complementar. O ensino de Calculo
aparecia no ensino complementar que servia como preparacdo para o Ensino Superior. Mais uma Reforma,
gue aconteceu entre 1935 e 1945, alterou mais uma vez a estrutura do ensino secunddrio, dividindo o curso
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complementar em dois outros cursos: Classico e Cientifico. Até ai ndo se tinha nenhuma mencao da apari¢do
do Célculo Integral nesses cursos, apenas do Calculo variacional e derivacional.

Segundo Rocha (2018) somente em 1951, o conteudo de integrais e primitivas retornaram oficialmente
aos programas de ensino. Em 1960, iniciou-se o movimento da Matematica Moderna no Brasil. Esse movimento
tinha como objetivo deixar o ensino das escolas mais proximo da pesquisa. Para tornar isso possivel, se fez
necessario maior rigor e formalismo dos conteudos, isso implicou na implementacdo de algumas disciplinas
em detrimento a outras. Foi ai, que o Calculo comegou a ser banido das escolas de ensino basico.

Para Avila (1991, p.2), “N3o haveria mesmo espaco para tanta coisa nos programas, ja que o rigor e
formalismo exigiam o ensino da teoria dos conjuntos e varios detalhamentos axiomaticos que tomam tempo”.
Excluir a disciplina de Calculo pode-se dizer que foi uma medida contraria a um movimento que tinha como
objetivo a modernizacdo do ensino da Matematica. Pois como afirma Rocha (2018), “o Calculo sempre foi
o que ha de mais moderno. E devido a sua aplicabilidade em diversas areas vem, desde sua descoberta,
contribuindo para o desenvolvimento tecnolégico e cientifico”.

DIFICULDADES ENCONTRADAS NA APRENDIZAGEM DE CALCULO NO ENSINO SUPERIOR

J4 mencionamos no inicio deste trabalho sobre as dificuldades da aprendizagem de Cdlculo por parte
dos alunos no Ensino Superior. Muito se tem estudado sobre esse tema ao longo do tempo, a fim de se
buscar solucdes para esse problema. Uma pesquisa realizada por Rezende (2003), na Universidade Federal
Fluminense - UFF, aponta que o nivel de reprovacdo na disciplina variou de 45% a 95% durante os anos de
1996 a 2000. Outra pesquisa realizada por Rafael (2017) em uma faculdade particular do Rio de Janeiro nos
cursos de Engenharia mostrou que os indices de reprovagao no periodo de 2013 a 2015 variaram de 35% a
50%. Sobre isso, Baruffi (1999 apud REZENDE, 2003, p.1) argumenta que:

[...] Oindice de ndo aprovagdo em cursos de Célculo Diferencial e Integral oferecidos, por exemplo, aos
alunos da Escola Politécnica da USP, no periodo de 1990 a 1995, varia de 20% a 75%"’, enquanto que
no universo dos alunos do Instituto de Matemdtica e Estatistica o menor indice ndo é inferior a 45%.
(BARUFI, 1999 apud REZENDE, 2003, p.1).

Vale a pena ressaltar que essas situagdes nao sdao acontecimentos isolados, presentes em alguma
universidade especifica. Molon (2013), cita alguns dados da Universidade Federal de Santa Maria — UFSM,
enviados pelo seu departamento de matematica acerca do rendimento académico entre os anos de 2009 e
2012. Foram analisadas as disciplinas que possuem o Calculo na sua grade curricular, sendo um total de 3457
estudantes dos quais 1447 obtiveram aprovacgao nas disciplinas e os 2010 restantes ndo conseguiram obter
éxito na matéria estudada. Esse numero de reprovacdes levou em conta tanto o fracasso no na obtencdo de
notas como reprovagdes por infrequéncia ou trancamento do curso, o que ndo diminui a seriedade desses
dados, haja vista que o indice de reprovacao nesse espaco de tempo analisado passou dos 58%.

Levando em consideragdo os dados apresentados torna-se notéria a necessidade de se procurar
alternativas para sanar esse problema. Para isso, precisamos identificar a causa de tanta dificuldade por parte
dos alunos. Um ponto que pode contribuir para esse problema é o fato de a maioria dos cursos que possuem
esta disciplina em sua grade curricular oferta-la ainda no primeiro periodo do curso, quando os alunos ainda
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possuem pouca maturidade e uma bagagem de conteudos ainda limitada, principalmente quando se fala de
alunos que tiveram sua formacao basica em escolas publicas.

A autora Rafael (2017, apud Machado, 2008) comenta sobre alguns motivos que podem influenciar no
baixo rendimento dos alunos na disciplina de Calculo.

[...] as causas de natureza cognitiva, isto €, os alunos ndo apresentam estruturas cognitivas capazes de
compreender as complexidades do Calculo; as causas de natureza didatica, segundo esta concepgdo
as dificuldades estariam, em encontrar a metodologia mais adequada ao ensino e, por ultimo, as
dificuldades de natureza epistemoldgica, que se baseiam na ideia que as deficiéncias referentes ao
ensino de Calculo sdo anteriores ao espago-tempo local do ensino de Calculo. (Rafael, 2017, apud
Machado, 2008)

Reis (2001), atribui o motivo de tanta dificuldade ao déficit na formacdo do ensino basico. Ele alega
gue os alunos se inserem no Ensino Superior, além de totalmente dependentes, sem o dominio dos conceitos
mais basicos e sem o habito de estudar, o que os deixam sem seguranca.

Para tentar solucionar esses problemas alguns autores trazem algumas alternativas de a¢des que
podem ser empregadas nas instituices de ensino. Rezende (2003) infere que uma acdo bastante usada
pelas instituicGes de ensino é a insercdo de cursos “preparatdrios” que teriam em sua ementa os principais
conteldos necessarios para se ter um bom desempenho no curso de Calculo. Ja alguns autores defendem
que a inser¢ao das nogoes de calculo ainda no Ensino Médio como a melhor solugao para o problema, assim
os alunos ja chegariam no Ensino Superior com algum conhecimento prévio acerca dos conteddos do assunto.

Para Machado (2015): “o melhor jeito de corrigir esse problema é justamente no Ensino Médio, onde
o estudante conheceria as ideias mais importantes do céalculo por meio tdo somente de fungdes simples,
especialmente as fungdes polinomiais”. André (2008, apud Rezende, 2003) fala acerca do quanto é importante
ter contato com os conceitos fundamentais do Calculo ainda no Ensino Médio:

Ao contrdrio do que se pensa em geral, pode-se afirmar que parte significativa dos problemas de
aprendizagem do atual” ensino de Calculo” esta “fora” dele e é “anterior” inclusive ao seu tempo de
execugdo. Ndo se trata apenas da tdo propalada “falta de base” dos estudantes, como afirma a grande
maioria dos nossos colegas professores|...] Assim, ao invés de se fazer meng¢do a uma “falta de base”
dos estudantes, o que se precisa fazer, de fato, é estabelecer os conceitos basicos e necessarios para
aprender as ideias basicas do Célculo[...] (REZENDE, 2003, p.31)

Diante de tantas evidéncias da necessidade de se fazer algo com objetivo de sanar as dificuldades
dos alunos do estudo do Calculo no Ensino superior, e levando em consideracdo a contribuicdo de diversos
autores da area de ensino de Matematica podemos concluir que a insercao do Calculo no Ensino Médio pode
ser considerado uma alternativa bastante plausivel para a solucdo desse problema. Mas essa possibilidade
levanta outras varias indagacGes, como por exemplo: se é possivel? Se sim, o que ensinar? Como ensinar?
Sabendo que os alunos deste nivel ainda ndao possuem maturidade e uma bagagem de contelddos mais
abundante.

POSSIBILIDADES DE INSERGAO DO CALCULO NO ENSINO MEDIO
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Neste capitulo buscamos apresentar algumas no¢des mais basicas do que é o calculo e como essas
ideias podem ser apresentadas aos alunos do ensino basico de forma mais sucinta possibilitando que esse
primeiro contato com essa disciplina possa ser bem assimilada pelos estudantes.

Ao se analisar a histéria do Ensino de Cdlculo pode-se perceber que desde o final do século XIX existe
um movimento de modernizagdo, presente em varios paises europeus, com objetivo de inserir esses conceitos
na escola basica. Segundo Spina (2002) a razdo para esse movimento era diminuir a disparidade existente
entre o Ensino de Matematica praticado nas universidades e o praticado nas escolas basicas.

O Ensino Médio é a etapa que antecede o ingresso no Ensino Superior. Assim, é nessa fase que os
alunos s3ao preparados para essa mudancga brusca de niveis de ensino, pelo menos na teoria, porque na
pratica ja vimos que ndo é isto que vem acontecendo. Deve-se, porém, planejar bem o que ensinar e como
ensinar, haja vista que os alunos ainda ndo possuem uma maturidade légica totalmente desenvolvida para
interpretar o estudo do Cdlculo com o nivel de formalidade e abstracdao no qual é desenvolvido no Ensino
Superior.

Rocha (2018) afirma que é possivel ensinar Calculo junto com os contelddos ja ministrados no Ensino
Médio. Ela cita como exemplo, que as noc¢des de limite podem ser ensinadas juntamente com o estudo
de sequéncias de P.G. infinita, junto com o estudo de fungbes exponenciais, ou ainda, na representac¢ao
de dizimas periddicas. Para a autora, ainda, os conceitos de integrais poderiam ser ensinados junto com o
estudo de areas e o conteudo de derivadas poderia ser colocado de maneira intrinseca ao estudo de taxas de
variacao, sendo os dois aplicados no estudo de funcgdes.

Machado (2015) traz o seguinte exemplo de como se aplicar essas ideias:

O professor comeca com a ideia mais simples, que é de integral, e com as func¢Ges mais simples, que
sdo funcGes polinomiais de primeiro grau. Depois ele trabalha a ideia de derivada. E depois, a de
equacdo diferencial. Assim, sempre trabalhando apenas com funcGes de grau 1, o professor passa as
ideias mais importantes do calculo. Isso da para fazer em poucas horas. (MACHADO, 2015, p.1)

Com isso, fica notdrio que o estudo de Calculo no Ensino Médio pode se tornar possivel com uma
reorganizacao dos programas de ensino e de uma atencdo dos discentes sobre o que ja é ensinado para uma
nova perspectiva.

Ficando evidente a possibilidade de inser¢do dessa disciplina no Ensino Médio, resta sabermos quais
conteldos sdo possiveis de se ensinar nessa etapa de ensino, até onde se é possivel aprofundar no assunto
e por onde comecar. Vejamos a seguir algumas possibilidades.

QUAIS CONTEUDOS DE CALCULO SAO POSSIVEIS DE SEREM ENSINADOS NO ENSINO MEDIO?

Apesar de ser notdria a real possibilidade de se introduzir o Calculo Diferencial e Integral no Ensino
Médio é preciso que se tenha cuidado a respeito do que se é possivel ensinar e até onde é possivel se
aprofundar nos conteldos, haja vista que os alunos deste nivel de ensino ainda ndo possuem uma maturidade
de raciocinio bem desenvolvida, além de n3o terem uma bagagem de conteddos muito abrangentes. Se



ENSINO DE CALCULO: UM ESTUDO DAS POSSIBILIDADES DE INTRODUGAO NO ENSINO MEDIO 8

- ¢

considerarmos o Calculo com todo seu rigor, linguagem formal, definicOes, teoremas e demonstracdes,
certamente os alunos do Ensino Médio ficariam perdidos ao se depararem com tais assuntos, e claramente
este ndo é nosso objetivo. Assim, ndo propomos uma antecipacao do que se é estudado no Ensino Superior
e sim que de inicio sejam apresentados conceitos basicos, introdutdrios e intuitivos como primeiro contato,
para que ao se deparar com estes conteddos mais a frente nao haja tanto impacto.

Machado (2015) afirma que toda ideia fundamental é formada por trés caracteristicas principais:
primeiro ele afirma que é possivel ensinar a importancia de qualquer ideia fundamental através do uso
de linguagens do nosso cotidiano. Em seguida ele completa dizendo que nenhuma ideia esta isolada, estd
sempre ligada a outras ideias da mesma area ou de areas diferentes. E finaliza afirmando que nenhuma ideia
fundamental cabe apenas em uma disciplina isolada.

Rocha(2018) explica que uma ideia fundamental é inserida quando é exposta de forma contextualizada,
interdisciplinar e com o uso de uma linguagem simples. O Célculo pode ser ensinado por meio de defini¢bes
e conceitos simples, através de aplicacdes presentes no nosso dia-a-dia como por exemplo as ideias de taxa
de variacdo, valor médio, crescimento maximo ou minimo, célculo de areas, entre outras. Estas ideias podem
ser apresentadas através de conceitos de facil compreensao.

Vejamos a seguir alguns conceitos e definicdes de forma mais simples e objetiva, deixando de lado o
rigor e a formalidade exigida no Ensino Superior, das duas principais ideias do Calculo: a Derivada e a Integral.

DERIVAGCAO E INTEGRAGCAO: AS DUAS PRINCIPAIS IDEIAS DO CALCULO

Nesta secdo apresentamos as principais ideias de Derivadas e Integrais. Conceitos, definicbes e
aplicacdes de forma sucinta, trazendo ideias intuitivas sobre os conteudos. As definicdes mais formais podem
ser vistas com maiores detalhes em STEWART (2016), MUNEM (1992), e em THOMAS (2008).

O estudo do Calculo Diferencial e Integral nas universidades, € comumente precedido de um curso de
pré-calculo, onde se aborda os principais contetdos usados no estudo dessa disciplina. Para se iniciar nesse
curso é importante que se tenha uma boa bagagem de conhecimentos acerca dos contelddos basicos da
Matematica, por esse motivo é importante, sempre que se achar necessario, retornar e revisar os assuntos
estudados anteriormente de Matematica basica, para que estes conteldos estejam sempre “frescos” na
cabeca dos alunos.

Uma boa forma de se comecar o estudo de Célculo no Ensino Médio é exatamente mostrando o que
de fato é o Calculo. Sobre isso, Ryan (2009) afirma que:

Célculo é basicamente toda Algebra e Geometria avancada. Em certo sentido ndo é nem uma nova
matéria, ele pega as regras corriqueiras da Algebra e da Geometria e as ajusta para que possam ser
usadas em problemas mais complicados o Calculo ndo é uma lingua morta como o Latim, falada apenas
por professores. E a linguagem dos engenheiros, cientistas e economistas. (RYAN, 2009).

Para exemplificar o que o Calculo significa, observe a figura 1. Na figura a esquerda o homem estd
empurrando um bloco retangular sobre uma rampa com inclinacdo plana. J4 na figura da direita o mesmo
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homem empurra o bloco sobre uma superficie curva. Note que nos dois casos o problema é determinar a
guantidade de energia aplicada para realizar a tarefa.

No primeiro caso o homem aplica uma quantidade de forca constante, assim com algumas férmulas
simples de Matematica e Fisica é possivel determinar essa quantidade de energia. Todavia, no segundo caso,
a quantidade de forca aplicada para realizar a tarefa muda de acordo com a oscilacdo que a superficie curva
sofre.

Nos primeiros metros existe uma certa inclinacdo, jd em seguida a inclinacdo aumenta e assim, é
necessario aplicar uma quantidade de for¢ca maior para continuar subindo com a mesma velocidade, ou seja,
a cada instante de tempo a quantidade de energia aplicada varia. Note que, ndo é possivel resolver este
problema como um todo fazendo uso apenas das férmulas de Matematica bdsica. E ai que o Calculo entra,
para solucionar os problemas que a Matematica basica ndo da conta de resolver.

Para explicar melhor o que acontece no problema em que a superficie é curva, basta observar o
seguinte, como dissemos, as formulas basicas ndo ddo conta de resolver o problema como um todo, porém,
se dividirmos esse problema em partes menores tomando instantes de tempo pequenos o suficiente para que
a variacdo da curva seja desprezivel, entdo poderemos resolvé-lo utilizando as férmulas que ja conhecemos.
Veja na figura 2 que quando tomamos um espag¢o muito pequeno da curva e o ampliamos, a curva se torna
praticamente imperceptivel e recai no problema inicial onde a superficie é plana. Apds resolver cada pequeno
problema separadamente basta somar todos que obteremos a resposta que procuramos. Em poucas palavras,
isso é Calculo!

Figura 1 — Diferenga entre Matematica basica e Calculo

s

Problema de matematica regular Problema de Calculo

Fonte: Ryan, 2009

Figura 2 — Divisdao do problema em partes menores
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Problema de Calculo

Fonte: Ryan, 2009

Apbs se entender a ideia que o Cdlculo representa, mesmo que de forma intuitiva, sem muita
formalidade, nada melhor para chamar a aten¢do do aluno do que apresentar algumas situagées onde o
Calculo pode ser aplicado na resolucao de problemas reais. Assim, vejamos alguns exemplos a seguir.

APLICACOES PRATICAS DO CALCULO NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Veremos agora alguns exemplos de situacdes em que a Matematica basica ndo é suficiente pararesolver
algum problema, sendo, assim, necessario o uso do Calculo. Observe a figura 3, nos dois casos o problema é
determinar o comprimento dos cabos de energia, no primeiro caso conseguimos calcular o comprimento do
cabo utilizando uma simples férmula matematica. Ja no segundo caso, precisamos do Calculo para resolvé-lo.
Perceba que se trata de um problema de grande importancia para uma empresa de distribuicao de energia,
haja vista que ela precisa cobrir uma grande drea e para isso necessita de uma grande quantidade de metros
de cabo, assim um calculo preciso desta metragem é importante para que ndo haja desperdicios e nem falta
do material, pois nos dois casos isso pode significar prejuizo financeiro para a empresa.



ENSINO DE CALCULO: UM ESTUDO DAS POSSIBILIDADES DE INTRODUGAO NO ENSINO MEDIO 11

- ¢

Figura 3 — Problema de Calculo

g \—i—l—- o b
\;o\?' 6 blocos X \ xIx
2 / 2 R

———— 200 blocos —

Problema de Calculo:
Qual o comprimento do cabo ?

I—— 8blocos ——o

Fonte: Ryan, 2009

E possivel calcular a drea de um telhado de superficies planas utilizando as férmulas da Matematica
basica, mas se precisar calcular essa mesma darea em um telhado com formato de abdbada com na figura
4, serd necessario utilizar o cdlculo. Novamente perceba que se trata de um problema importante para a
engenharia, pois o calculo preciso da quantidade de material utilizado em uma obra pode evitar o desperdicio,
0 que tem um impacto direto no lucro da empresa.

Figura 4 — Problema de Célculo

OO
IR

ifel:

Problema de matematica basica: Problema de Calculo:
Qual é a area do telhado? Qual é a area da aboboda?

Fonte: Ryan, 2009

Em um jogo de futebol, é possivel calcular a distancia que a bola precisa percorrer de um zagueiro até
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um atacante para que o passe seja completado. Para isso a Matematica bdasica é suficiente. Porém, quando
a Nasa, em 1975, precisou calcular a trajetéria que o satélite Viking | deveria percorrer até chegar a marte,
como ilustra a figura 5 ela precisou fazer uso do Calculo, pois tanto a Terra quanto Marte giram em torno do
Sol percorrendo uma trajetéria em formato eliptico. Agora note a importancia de um evento dessa magnitude
e perceba o tamanho do prejuizo que um erro nos calculos desse langamento pode causar.

Estes sdo apenas alguns exemplos de situacdes que o Calculo é usado para resolver um problema real.
Ao se aprofundar um pouco nesse estudo é possivel encontrar inimeras aplicagdes desse tipo, reafirmando
assim, a importancia dessa disciplina na vida académica do estudante.

Figura 5 — Problema de Célculo

Problema de matematica basica: Problema Calculo:
Qual é a distancia necessaria Qual a distancia apropriada
para atingir o interceptor? para atingir Marte?
» ——
/.f’ ,"'(" "-“-.,__
- ! h
7 i \‘
,
O.- @ — D
’ - — 1
¥ T / ' \
» A - ! l \
L 4 T \

r \) A% L \\ \‘ \ § '
00O Q ARIK A
Fl ph Ay / f
2 OO Q' O DS ,,'J i .'Jr
X X XXX ~ vois (30 f ]
7 N / ¢ /
X . X - ,
x ‘/ X & . __<_j£erra P /‘f
x’ — d”//

Fonte: Ryan, 2009

NOGOES ACERCA DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Nesta secdo apresentamos alguns conceitos mais basicos que versam sobre o Calculo Diferencial e
Integral e que, a partir do estudo supracitado, consideramos possiveis de serem abordados ainda no Ensino
Médio. Os conceitos a seguir apresentam um pouco mais de formalidade do que as ideias mais intuitivas
abordadas anteriormente, embora ainda seja de forma bem introdutdria, jd podem trazer ao aluno uma
ideia do que eles verao posteriormente no ensino superior. Ademais, trazemos alguns exemplos da aplicacao
dessas definicdes na resolucdo de problemas, mostrando assim a grande aplicabilidade desse conteldo na

vida académica dos estudantes.
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O QUE E A DIFERENCIACAO?

Segundo Ryan, diferenciacdo é:

Diferenciacdo é o processo de achar a derivada, e a derivada de uma curva é apenas um termo
sofisticado do calculo para a inclinagdo da curva. A inclinagdo da curva é também uma simples razdo,
como quildmetros por hora ou prego por item.

L4 na Algebra aprendemos que a inclinagdo da reta é uma razdo que envolve o aumento de alguma
grandeza pela distancia percorrida. Exemplificando, temos: inclina¢cdo = aumento
distancia
Comoiilustra a figura 6. E um conceito simples de entender, que pode ser deduzido através de férmulas
basicas da Matematica.

Figura 6 — Inclinagdo da reta

/ ————Distancia —

Fonte: Elaborada pelo autor

J4 em uma curva, a inclinagdo muda constantemente, assim, precisamos usar a ideia do Calculo
de repartir esse problema em pequenas partes, como mostra a figura 7, para resolvé-lo. Essa ideia é util
principalmente quando queremos determinaressainclinacdo em um ponto especifico da curva. Exemplificando
com uma aplicagdo real, se tivermos a curva de uma fungao que representa a velocidade média de um corpo

. L. . g distancia . .
gualquer. Sabemos |4 da Fisica que, velocidade medla:t—-. logo se aplicarmos a ideia do
empo
Caélculo de repartir o problema para encontrar essa inclinagdo em um ponto especifico, na verdade estaremos
calculando a velocidade instantanea desse corpo em um determinado instante de tempo.
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Figura 7 —Inclinagdo de uma curva

Aumento

ol Disténcia

Fonte: Ryan, 2009

Portanto, verificamos que a derivada nada mais é do que uma razao. A diferenga esta basicamente na
forma com que resolvemos o problema, ao invés de resolvé-lo de uma Unica vez, repartimos em partes muito
pequenas. Ao estudar os conceitos de limites posteriormente o aluno compreenderd melhor o conceito de
repartir o problema em partes infinitesimais. Por enquanto é melhor ficar assim, pois essa divisao explicada
com maior rigor envolve o conceito de infinito, o que ainda pode ser muito abstrato para um aluno desse
nivel de ensino.

Como vimos, o conceito de derivada é bem intuitivo, entretanto, na pratica, o processo para fazer
essa divisdao do problema em partes menores e chegar ao resultado que queremos nao é tao simples, e
envolve o calculo de limites, assunto que ndo abordamos neste trabalho. Felizmente, ndo precisamos realizar
esses calculos detalhados sempre que precisamos resolver um problema. Para facilitar nossa vida, existem
algumas regras gerais que nos permitem derivar fun¢des de forma mais direta sem termos que recorrer as
defini¢cdes de limite para isso. Vejamos a seguir algumas dessas regras que sdao mais utilizadas na resolucao
de problemas.

LISTA DE DERIVADAS

Separamos algumas das regras mais comumente utilizadas na resolugdo de exercicios e que
consideramos mais adequadas para um primeiro contato dos alunos por se tratarem de regras mais diretas.
Vejamos:
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d
— O =
1. dx
d
=1
2. d.’lim
d
—Cx=C
3. dx x
d n n—1
—x" = nx
4. dzx
d xT X
—et =e¢
5. dz
dl 1
6. dx = T
d r ml
- daca = a”lna
dl 11
8. dx 09a = z lna
d —
o dn SenT = cosx
d
—COST = —Senx
10. dz

—tgr = sec’x

11. dz
—cotgr = —cossec’x
12. dx g
d t
—secx = secx - tgx
13. dz g
d
—coSsecr = —cossecx - cotgr
14. dx

Essas regras de derivagcao sao arbitrarias. Vejamos a seguir alguns exemplos de derivadas de fungdes
especificas.
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EXEMPLOS DE DERIVADAS DE FUNGOES

Para derivar fungdes mais simples podemos usar a substituicdo direta, ou seja, basta aplicar a regra de
derivacdo adequada e realizar os calculos necessarios. Segue alguns exemplos:

d
—5=0
1. dx
d
—x =1
2. d:px
d
—oxr =5
3. dx o
d
—® = 32°7 ! = 322
4. dx
d X X
—e  =e
5. dx
d 1
—In2 = —
6. dx " 2
d
—4% = 4%In4
7. dx
d ] 11
—logsx = —
8. dx 95 xInb
d
—Senx = cosx
9. dx
d
—COST = —Senx
10. dx
1 %tgx = sec’x
1. %cotgm = —cossec’x
d = t
3. dn secx = secx - tgx
d
—COSSecr = —CcoSsecx - cotgr

14. dx
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EXEMPLO DA APLICAGAO DA DERIVADA NA RESOLUGCAO DE PROBLEMAS

J4 vimos algumas regras de derivacdo e suas aplica¢cdes diretas em fungdes, agora veremos uma
aplicacdo na resolucdo de um problema em que se é possivel chegar a resposta por meio da aplicacdo direta
das regras de derivacgao.

— 2 7 . .7 .
Problema: Seja f(x) =" +2rx+1, funcdo que determina a trajetéria de um projétil lancado
para o alto. Qual a altura maxima, em metros, que este projétil pode alcangar?

Solugdo: Primeiro note que, o coeficiente lider (coeficiente do termo de maior expoente) é negativo,
isso significa que o grafico dessa parabola tem sua concavidade voltada para baixo, (veja a figura 8), logo, faz
sentido falar em ponto maximo.

Sabemos que a derivada de uma func¢ao nos fornece a taxa de variagdo em um determinado instante,
por outro lado, o instante que nos fornece o ponto maximo dessa funcdo é exatamente o instante em que
essa taxa de variagdo é igual a zero. Portanto, para encontrar o valor de nesse instante basta derivar a fungao
e iguala-la a zero:

d
d—(—x2+2x+1):—2:E+2:O:>—2x:—2:>:13:—2—>1
- _

Agora, substituindo o valor de na nossa fung¢do, encontraremos o seu valor maximo.

Portanto, a altura maxima que o projétil pode alcancar é de 2 metros.

Figura 8 — Grafico da fun¢do que determina a trajetéria do projétil

Fonte: elaborada pelo autor
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O QUE E INTEGRACAO?

A integracdo é a segunda das grandes ideias do Calculo, mas, na verdade, seguindo uma ordem
cronoldgica, o estudo das integrais antecedeu o estudo das derivadas. A principio, o estudo das integrais
nada tinha a ver com as derivadas, que, como ja vimos, nada mais é do que uma razao que nos fornece a
inclinacdo de uma curva em um determinado ponto. O estudo das integrais, no entanto, estd ligado ao estudo
de areas, s6 que ndo de poligonos regulares como comumente estudamos na escola, e sim, de regides curvas.
De forma resumida, a integracdo é a soma de pequenas areas para se obter o valor de uma area maior.

Para entender melhor observe a figura 9. Caso vocé precise determinar a drea da regido que estd
abaixo da reta y=5, ndo tera problemas para fazé-lo, pois basta utilizar a férmula da area do retangulo ja
conhecida |3 da Geometria Plana para isso. J& para determinar a drea da regido que estd abaixo da curva
como mostra a figura 9 a direita, ndo é tao direto, pois note que nao existe férmula pronta para este tipo de
problema. E ai que entra o Calculo, para encontrar solu¢des para os problemas que a Matematica bésica nio

é suficiente para resolver.

Figura 9 — Problemas do calculo de areas

Problema de geometria: Problema de Calculo:
Qual ¢ a area da parte sombreada Qual é a area da parte sombreada
y Y
A A
gd
61 y=5 4
-
2 +
- + + J =X = X
0 2 3 i 8 10
Y

Fonte: Ryan, 2009

E quase impossivel determinar esta drea de uma uma Unica vez, mas se repartimos esta regido em
partes menores de tal forma a termos varios retangulos de mesma largura, entdo podemos afirmar que
a area da soma desses retangulos estara préxima da area da regido abaixo da curva. Observe que, como
mostra a figura 10, quanto maior for o nimero de retangulos na qual dividimos esta regidao, mais a area da
soma dos retangulos se aproximara da area da regido abaixo da curva. Quando dividimos esta regido em uma
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guantidade muito, muito grande de retangulos, entdo estas areas coincidirdo.

Obviamente ndo vamos realizar esse cdlculo dessa forma sempre que precisarmos resolver um
problema desse tipo, para isso existem algumas regras de integracdo que facilitam nossa vida na hora de
calcular essas dreas. vejamos agora uma lista com as principais integrais indefinidas.

Figura 10 — Inclinagdo de uma curva

y

8%

61

- .
£ . o8 ¢ -

Dl 2 4 § g8 10

Fonte: Ryan, 2009

LISTA DE INTEGRAIS

Separamos algumas das regras mais comumente utilizadas na resolugdo de exercicios e que
consideramos mais adequadas para um primeiro contato dos alunos por se tratarem de regras mais diretas.
Vejamos:

/dx:aerc
1. .

xn—l—l
" dr = -1
) /:I: T n+1+c(x7é )

/em der =¢e" +c¢
3.

dx

— =lInlz| +c¢
4. x

/I 1 X
a’de = — -a” +c
5. . Inx
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Inx de = z(lnx — 1) + ¢

senx dxr = —cosx

cosx dxr = senx

tgr dr = —In|cosx| + ¢

cotr dx = —In|senx| + ¢

[
S

secx = In|secx + tgx| + ¢

[y
(-

sec’x dx = tgx + ¢

[a—y
it

cossec’r = —cotgx + ¢

[
»

—

14.

/secx -tgx dx = secx + ¢
15.

cossecx dx = —In|cossecx + cotgz| + ¢

20

Essas regras de integracao sdo arbitrarias. Vejamos a seguir alguns exemplos de integrais de funcdes

especificas.

EXEMPLOS DE INTEGRAIS DE FUNGOES

Para integrar fun¢des mais simples podemos usar a substituicdo direta, ou seja, basta aplicar a regra

de integracdo adequada e realizar os célculos necessarios. Segue alguns exemplos:

2+1 3
9 T T
d p— —_—  —
L /x x 2+1+c 3
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. 1 4
/(:c5 —senx + —) dx = % + cosx + In|z| + ¢
x

3.
dz
— =lInlz| +c¢
4. T
1
/4“’d33:—-4x+c
5. . Inx
/lnx dr = z(lnx — 1) + ¢
6. .

EXEMPLO DE APLICAGAO DA INTEGRAL NA RESOLUGAO DE PROBLEMAS

Problema: Imagine que vocé precisa construir um muro e nele deixar uma abertura com formato
de arco. Sera necessario calcular a area dessa abertura para fazer o desconto na compra do material. Se o
formato desse arco é Determinado pela curva . Qual a area dessa regido, em determinada por essa curva?

Solugdo: Vamos considerar que a linha do solo sera determinada pelo eixo . Assim, para determinar as
extremidades do arco, que serdo nosso limite de integracdo basta fazer,

Sx—xE:DJx:D:;-u X=5
Agora, aplicando esses limites na integral definida pelos limites x=0 e x=5, temos:

h 9 M I 9 ‘ r
AR ey,
Gr-a)dr=[)=-=]| =0 =-=-0-=-==-m = 08333 m"

0 ) ) 23 2 306

A RELAGCAO ENTRE A DERIVADA E A INTEGRAL

Apresentamos as duas grandes ideias do Calculo: a diferenciacdo e a integracdo. Durante a histéria,
o estudo de ambas foi desenvolvido de forma paralela, sem que um tivesse relagdo com o outro. Como
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pudemos ver anteriormente, sdo duas ideias distintas, uma referente a determinac¢do da inclinacdo da reta
tangente a curva em um ponto e a outra referente ao calculo de areas.

Realmente de inicio elas parecem ndo ter conexdo alguma. Porém, ndo é bem assim. No século XVII
Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716) perceberam que, na verdade, elas estdo ligadas
de forma intrinseca. Junto com o Cdlculo iniciou-se também o estudo das Equacgbes Diferenciais. Os dois
teoremas basicos do Calculo estdo ligados diretamente a solucdo da Equacdo Diferencial x’(1)=f(t).

A solucdo dessa equacdo consiste em encontrar uma funcdo desconhecida x(t) uma vez que se conhece
a sua derivada f(t). O Teorema Fundamental do Calculo nos dé a solucdo para este problema, ele afirma que

J 9 f(z)dz(se £ (se for continua). E o Teorema do Valor Médio afirma que todas as suas solu¢des podem ser

a

escritas na forma n
C+_[ af(z)dz,
a , em gue c é uma constante.

Em outras palavras, o Calculo Diferencial e o Cdlculo Integral sao considerados operagdes inversas.
Se vocé derivar uma funcdo, para retornar a funcdo original basta integra-la e vice-versa. Como dizia Beatriz
Mello, “a Matemadtica é a base de todas as belezas da vida”.

RESULTADOS

Para reunir argumentos que ratificassem nossa hipdtese, realizamos uma pesquisa bibliografica em
uma vasta bibliografia de autores que apresentam, além de suas opinides, dados que confirmam o resultado
que esperavamos.

Este trabalho objetivou apresentar argumentos que justifiquem a insercao do estudo dos conteudos
do Calculo no Ensino Médio com o intuito de combater o fraco desempenho dos alunos no Ensino Superior
ao se depararem com a disciplina.

Na primeira parte deste trabalho, apresentamos um pouco da histéria do Ensino de Calculo no Brasil.
Por meio da bibliografia estudada, encontramos fontes que mostram que o Calculo ja fez parte da grade
curricular do Ensino Médio, reafirmando assim a nossa hipdtese de que é possivel realizar esta insercao.

Em seguida, trazemos alguns dados que comprovam o baixo rendimento dos alunos nos cursos que
possuem o Cdlculo em seu curriculo. E a opinido de varios autores que afirmam categoricamente que o
impacto do primeiro contato com a disciplina é um dos motivos que podem agravar esse rendimento infimo
dos alunos.

Apds essas confirmacdes, mais adiante, questionamos como abordar os conteldos desta disciplina
nesta etapa de ensino onde os alunos ainda possuem uma maturidade reduzida. Assim concluimos a esse
respeito que uma forma plausivel de realizar esta tarefa é apresentar os conceitos e definicdes do contelido
de forma introdutdria, sem o rigor matematico exigido no Ensino Superior.

Assim, concluimos que a hipdtese de nossa pesquisa foi confirmada pelos dados apresentados e
pelos argumentos defendidos pelos autores supracitados. Ou seja, a insercdo do estudo dos conteudos do
Calculo, além de possivel, se mostra como uma alternativa que pode amenizar a dificuldade dos alunos com
a disciplina no Ensino Superior.
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CONSIDERACOES FINAIS

Atualmente, a disciplina de Calculo é considerada uma das mais importantes da grade curricular de
varios cursos em Universidades onde é ministrada, muita dessa importancia se deve a grande possibilidade
de aplica¢Oes que ela possui em varias areas de atua¢des em inumeras profissdes. Entretanto, é também uma
das disciplinas responsaveis por um dos maiores niveis de ndo aprovacado dos cursos.

Diante disso, este trabalho buscou apresentar argumentos que possam afirmar que a introducdo dos
conceitos abordados nessa disciplina, de forma introdutdria, pode ser um atenuante dessa dificuldade, uma
vez que assim os alunos ja chegariam ao Ensino Superior com algum conhecimento acerca da disciplina.

Durante o trabalho foi visto que em um passado recente a disciplina de Célculo ja esteve presente
no Ensino Médio, mostrando que essa mudanca é totalmente possivel, dependendo apenas de uma
reorganizacao dos conteldos da grade curricular. Além disso, apresentamos dados que reafirmam tal
dificuldade apresentada pelos alunos e a opinido de autores que compactuam com a ideia de que esta é
solucdo plausivel para o problema.

Mediante o exposto, considera-se que os objetivos do trabalho foram alcangados, haja vista que
por meio da pesquisa realizada obteve-se os argumentos que reafirmam nossa hipdtese de solugao para o
problema abordado, ou seja, obteve-se os resultados esperados.
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