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Resumo: As fases geométricas são um conceito
que surge com o efeito de mudança de fase em uma
função de onda aparentemente causado pelo poten-
cial vetor magnético, sendo observadas pela pri-
meira vez por Aharonov e Bohm em 1959, desde
então, esta fase tem sido observada nas mais diver-
sas descrições de sistemas quânticos em especial na
descrição de defeitos topológicos de sólidos. Neste
artigo, veremos como modelos de dimensões extras
como o de Kaluza-Klein podem oferecer um novo
ferramental para a caracterização de tais defeitos
topológicos. Será demonstrado como este conceito
oferece uma modelagem f́ısica para o comporta-
mento de férmions que interagem com os defeitos
topológicos cônicos existentes em alótropos do car-
bono (grafeno, fulereno...). Por fim serão demons-
tradas as fases de Aharonov-Anandan que podem
ser encontradas ao realizar o transporte paralelo
de forma adiabática em torno dos defeitos, além
de uma breve discussão sobre a implementação da
descrição do fulereno na computação quântica ho-
lonômica.
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Resumo: Geometric phases are a concept that arises
with the effect of phase change in a wave function ap-
parently caused by the magnetic vector potential, being
observed for the first time by Aharonov and Bohm in
1959, since then, this phase has been observed in the
most diverse descriptions of quantum systems in parti-
cular in the description of topological defects of solids.
In this article, we will see how extra-dimensional mo-
dels such as the Kaluza-Klein model can offer a new
tool for the characterization of such topological defects.
It will be demonstrated how this concept offers a phy-
sical modeling for the behavior of fermions that inte-
ract with topological defects existing in carbon allo-
tropes (graphene, fullerene...). Finally, the Aharonov-
Anandan phases that can be found when performing
the adiabatic parallel transport around the defects will
be demonstrated, as well as a brief discussion on the
implementation of the fullerene description in holono-
mic quantum computing.
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1 Introdução

Do século passado aos dias atuais a f́ısica teve gran-
des avanços, da construção de áreas completamente
novas, ao refinamento das teorias clássicas, porém, o
santo Graal desta ciência se manteve o mesmo desde
a formulação da teoria da relatividade e da mecânica
quântica, uma teoria unificada. A unificação diz res-
peito a duas caracteŕısticas principais: a união dos es-
copos da mecânica quântica e da relatividade geral, e
uma descrição conjunta das forças fundamentais da na-
tureza. Foi iniciada então uma verdadeira busca Ar-
turiana pela teoria de tudo, com diversas hipóteses e
modelos propostos. Dentre eles, um dos primeiros foi
o de Kaluza-Klein, com uma ideia de união das forças
fundamentais inovadora para época, o uso de dimensões
extras para a unificação do eletromagnetismo e a gra-
vidade além de uma generalização entre conceitos de
relatividade e mecânica quântica[9].

O uso de dimensões extras é uma prática contro-
versa do ponto de vista experimental apesar de comum
em teorias f́ısicas, no campo de altas energias, as teo-
rias de cordas são uma das proposições modernas para
unificação. Esta utiliza do conceito de dimensões adicio-
nais para propor um universo composto em sua base por
filamentos de energia, cordas, que formam a realidade
por meio de modos normais de oscilação [3]. A con-
trovérsia está na praticidade da experimentação para
comprovação de tal hipótese, a teoria base propõe que
além das quatro dimensões em que a relatividade geral
já atua, existem ainda sete outras dimensões espaciais
extras. Acredita-se que as cordas só seriam observadas
na escala do comprimento de Planck (≈ 10−35 m). O
que implica em escalas energéticas ainda hoje inviáveis
para verificação (ou não) desses modelos.

Contudo, em sistemas onde a escala de energia é
reduzida, e as condições de contorno podem ser bem
definidas, tais como as condições usuais de sistemas pes-
quisados pela a área da matéria condensada, modelos
de dimensões extras podem ser aplicados como ferra-
mentas úteis para a descrição de diversos fenômenos.

Um do que podemos chamar de ramos modernos
da matéria condensada é o estudo ostensivo das fases
geométricas e suas diversas manifestações em sistemas
quânticos. Ela é definida como uma fase adicional na
função de onda, e ganha o nome de geométrica pela ca-
racteŕıstica da dependência única em um valor α que
parametriza a caracteŕıstica do sistema que a causou
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