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Resumo: Este trabalho apresenta os resultados de um projeto do Programa
Institucional de Bolsa de Iniciagdo Cientifica-PIBIC, que se concentra no estudo
do tunelamento de particulas em potenciais elementares, especificamente em potenciais
retangulares unidimensionais. Os célculos das probabilidades de reflexdo, transmissao
e tunelamento, juntamente com suas interpretacdes, sdo detalhados. Além disso, sdo
abordadas as andlises e discussoes sobre a estimativa do tempo necessdrio para que uma
particula atravesse esse potencial generalizado, a avaliagc@o dos efeitos da assimetria na
transmissao da particula através do potencial, tanto para energias abaixo quanto acima
da barreira potencial, assim como aplica¢des do fenomeno. No ambito desse projeto
de iniciacdo cientifica, serdo exploradas as implicacdes das estimativas temporais
decorrentes do principio de incerteza de Heisenberg e as aplicagdes praticas do efeito
tunel.

Palavras-chave: Fisica quantica, Tunelamento, Potencial barreira, Coeficiente de
transmissao e reflexdo.

Abstract: This work presents the results ofof a project from the Institutional Scientific
Initiation Scholarship Program-PIBIC, which focuses on the study of tunneling of
particles in elementary potentials, specifically in one-dimensional rectangular potentials.
Calculations of reflection, transmission, and tunneling probabilities, along with their
interpretations, are detailed. In addition, analyzes and discussions about estimating the
time required for a particle to cross this generalized potential are addressed, as well as
the evaluation of the effects of asymmetry in the transmission of the particle through
the potential, both for energies below and above the potential barrier. Within the scope
of this scientific initiation project, the implications of temporal estimates arising from
Heisenberg’s uncertainty principle and practical applications of the tunnel effect will
be explored.
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1 Introducao

A exploracdo do fendmeno de transporte
de elétrons € um marco central na
Fisica, desempenhando um papel crucial,
especialmente no dominio da matéria
condensada. Um exemplo intrigante desse
escopo reside na busca por entender como
metais e semicondutores reagem a campos
elétricos externos ou voltagens aplicadas,
variando em funcdo da temperatura e da
qualidade da amostra. Esses desafios, sob o
pano de fundo da teoria quantica, impulsionam
a compreensao da interagdo desses materiais

com o ambiente.

Ademais, a dispersao de elétrons
provenientes de moléculas pequenas despertou
um interesse crescente, tanto no ambito tedrico
quanto experimental, como discutido em
1 e 2.

em diversos contextos, desde a modelagem

Este fendmeno assume relevancia

de plasmas até a elucidacdo de processos
astrofisicos. A compreensao dessas interacoes
€ essencial para o controle do processamento
de plasma na industria e at¢é mesmo para
questdes ambientais, como o aumento da
concentracdo de vapor de combustiveis na

atmosfera.

Outro aspecto fundamental € o fendmeno
do tunelamento quantico, que ilustra a
discrepancia marcante entre particulas regidas
por principios quanticos e os objetos da Fisica
Classica. A habilidade dessas particulas em
atravessar barreiras constitui a base para uma
série de processos, desde ligagdes quimicas

até decaimentos radioativos. Além disso, ela

estd intrinsecamente relacionada com a fusao

nuclear que ocorre nos nicleos de hidrogénio
no Sol, produzindo luz solar. A importancia
desse fendmeno € amplamente documentada,

refletindo-se em trabalhos como 3,4, 5 e 6.

O desafio de explicar a mecanica quantica
transcende o ambito cientifico, refletindo-se na
dificuldade de comunicar esses conceitos ao
publico. A natureza abstrata e probabilistica
da teoria dificulta sua tradugdo didatica e
popularizacdo. Nesse contexto, abordagens
que simplificam os conceitos enquanto
ainda ilustram a abstracdo subjacente podem
aprimorar a compreensdo. A inclusdo desses
topicos em cursos de graduagdo, como Fisica
Moderna e Estrutura da Matéria, € um passo
na direcdo certa, porém a complexidade da
mecanica quantica muitas vezes requer uma

exploracdo mais aprofundada.

Assim, este trabalho visou a investigagao
do fendmeno de tunelamento e suas aplicagdes.
Além de abordar as bases tedricas por
meio de revisdo bibliografica, exploramos
algumas aplica¢des préticas desses fendmenos
em sistemas fisicos. Nosso enfoque foi
resolver a equagdo de Schrodinger para
barreira retangular simples, discutimos a ideia
controvérsia de tempo de tunelamento e seus

significados na mecanica quantica.

A pesquisa aqui descrita buscou também
popularizar e facilitar o entendimento
de professores de Fisica e estudantes de
graduacdo. Ao introduzirmos esses conceitos
de maneira mais acessivel, acreditamos que
poderemos enriquecer a formacao académica

futura e contribuir para uma disseminacao



mais eficaz do conhecimento cientifico.

2 Metodologia ou Procedimento
Experimental/Pratica

A metodologia foi executada em trés fases,

onde foram considerados os passos necessarios

para que se conseguissemos finalizar o estudo.

1* FASE- Contextualizacdo cientifica: Com
o objetivo de compreender a tematica, duas
frentes paralelas serdo destacadas, consistiu
em um estudo dirigido sobre solugdes da
equacdo de Schrodinger do para potenciais
simples, buscando alinhar o entendimento do
bolsista com as necessidades do projeto. A
outra frente consistiu em uma busca sobre o
tema sera realizada na literatura, de trabalhos
similares e informag¢des como, por exemplo,
sua data de descoberta, cientistas envolvidos
nas pesquisas, equagdes de onda, modelos
fisico-matematicos, condi¢des de contorno e
aplicacdes, etc. Também serdo pesquisadas
e estudadas as principais aplicacoes da
temdtica em sistemas fisicos. Esse estudo
compds-se em pesquisar € compreender suas
aplicacdes, condi¢des de contorno, eventos
e, por consequéncia, o porqué é importante
estudar esse fendmeno da mecanica quantica.

2* FASE- Andlise e compilacdo dos
elementos para edi¢do do material: Nessa
fase buscaremos decidir a estética, a
escolha apropriada de transposi¢ao didética
e a concep¢do de aprendizagem para a
apresentacdo e comunicacao da temdtica aos

alunos de matematica e fisica.

3 Desenvolvimento e Resultados

Foram encontrados o coeficiente de
transmissdo de uma particula em uma barreira
de potencial, realizado uma deducdo do
principio de incerteza de Heisenberg, uma
discussdo sobre o significado e diferentes
interpretagdes do tempo de tunelamento na
fisica quantica e foi apresentada algumas

aplicagdes do efeito tinel.

3.1 Tunelamento e o coeficiente de

transmissao

O tunelamento quantico € certamente
um dos fendmenos que mostram quao
profundamente particulas como elétrons,
regidos pelas leis da fisica quantica, diferem
das coisas que estdo regidas pela Fisica
Classica. A partir de sua identificacdo,
percebeu-se a capacidade das particulas de
atravessar barreiras potenciais. Fenomeno que
estd relacionado a vdrios "comportamentos
anOmalos" explicados pela fisica quantica
e que apresenta grande aplicabilidade na
tecnologia e em outras dreas da ciéncia, como

por exemplo, na quimica.

A barreira de potencial consiste numa
regido limitada que tem energia maior que de
uma particula que € especificada pela presenca
de um potencial. Barreiras de potencial sdo
muito comuns no dia-a-dia. Exemplo: Um
carro de montanha-russa prestes a subir uma

ladeira.

Na Fisica Quantica, a transmissao e
a reflexdo de particulas por barreiras de
potencial sdo também muito importantes,
sendo responséveis por diversos fendmenos

interessantes e aplicagdes praticas.



Existem duas maneiras de superar uma barreira

de potencial. De acordo com a teoria classica,
uma particula deve ter energia superior a altura
da barreira de potencial para poder atravessa-
la, ou seja, a particula ndo pode passar se tiver
energia inferior que a da barreira. Por outro
lado, na teoria quantica, por meio do fendmeno
chamado de efeito de tinel, sugere que mesmo
particulas com energia inferior a altura da
barreira tém uma probabilidade finita de a
atravessar. Em resumo, a barreira de potencial
pode ser transposta com energia suficiente,
conforme a teoria classica, ou através do efeito
de tdnel, de acordo com a teoria quantica.

Figure 1 — Uma particula quintica de massa m que
incide sobre uma barreira de potencial. Mostra os dois

casos possiveis: E < Vj (energia menor que a altura da
barreira) e E > Vj (energia maior que a altura da barreira)

Fonte: [6]

Trataremos o caso de uma particula
quantica de massa m que incide sobre uma
barreira, definida pelo seguinte perfil de
energia potencial:

V(x) =0, x<0
V(x) =W, 0<x<a €))
V(x)=0, x>a

Trataremos de trés regides, a Regido I para
x < 0, a Regido Il para 0 < x < a, que é a
Regido dentro da barreira e Regido III para
x> a.

A equagdo de Schrodinger dependente
do tempo, considerando nossa barreira de
potencial no qual a propagac¢do se da apenas

na dire¢do X, podemos escrever como:

i 92 ow(x,t
—%ﬁl]/(x,t)+V(x)y/(x,t)zif'z%, )

onde substituindo, y(x,7) = @(t)y(x) e
dividindo ambos os lados da equagao por y/(x)
e ¢(t), sendo @(t) a parte temporal da fungio
de onda e y/(x) a parte espacial da fungdo de
onda, obtemos:

2 g2
ﬁ <_de(x)+V(x)) = ih(p;t)d(fjgt)' 3)

O lado esquerdo € apenas uma equagao em
funcdo de x e o lado direito em fun¢do de t,
para ambos lados serem iguais devem ser uma

constante, que denotaremos por E, assim:

“
A solugdo para a primeira equacdo em
funcdo de t € simples, ao integrarmos obtemos:

—iEt

p(1)=er . Q)

As solugdes estaciondrias da equacdo 2 sdo:

wix,t) = plx)e I, ©)
Temos a equacdo de Schrodinger
estaciondria dada por:
n 92
“omaa VYV =Ey, (7

pOdeOS reescrever comao:

92 )
2V kv=0,
onde k* = W, no qual usaremos mais
adiante, essa constante s6 é valida na regido
interior a barreira.

Resolveremos a equacgdo (7) para o caso em

que a energia € menor que a altura da barreira.
As fungdes de onda das 3 regides conforme



mostradas equacdo 1 podem ser expressas com
a equagao:

i = Aekix 4 Be v, oy = YCrE)
v = Cekox +De*kzx; ky = 2m(hV0*E)
y; = Felkix,

®)

7z

e A¢®1* & uma onda incidente na barreira,
lembrando que corresponde a um

momento positivo;

 Be~*1* ¢ uma onda refletida a partir da
barreira e corresponde a um momento
negativo, pois movimenta-se para a

esquerda;

* A funcdo y, representa as amplitudes
que variam exponencialmente dentro da

barreira;

* y3 € uma onda oscilante que representa
a propagacdo da particula apds o

tunelamento.

A solucdo de exponencial negativa na regido
III ndo € expressa na fung¢do Y3, considerando

que nao ha como a onda ser refletida.

A probabilidade de uma particula estar se
deslocando no sentido dos x positivos, para a
direita, a esquerda da barreira € proporcional
a |A2|, e a probabilidade da particula estar se
deslocando para a direita no lado direito apds
a barreira é |[F?|. A razdo entre essas duas é

chamada de probabilidade de transmissao, T.

_|FP

= AP C))

Vamos aplicar as condi¢des contorno nas
funcdes de onda, ou seja, nos pontos onde as
solucdes de diferentes regides se encontram em
x=0ex=a, tanto Y quanto dy/dx devem ser
1guais devido a condi¢do de continuidade da

funcao de onda que € um requisito obrigatorio.
Em x =0, as funcdes exponenciais sdo iguais
a 1, portanto para satisfazer a continuidade de
y(x) em x = 0 no qual teremos:

A+B=C+D. (10)
c g _ dy
Outra gondlgao € para x = 0 para /-, onde
faremos d—‘)’:| =0 para Y1 e Y, e igualando as
duas, vamos obter:
iki(A—B) =k2(C—D). an
Agora considerando o ponto x = a, a condi¢do
de continuidade de y/(x) é representada por:

Ceh2? 4 pe~h2d = Felhia, (12)

dy(x)
dx

x = a, tal que calculando %l x=q para Yy, e
Y3 e igualando ambas, fornece

Por sua vez a continuidade de

cm

ky(Ce*2® — De %) = ik  Fe'*1¢, (13)

Com as condi¢des de continuidade obtemos
4 equacdes para 5 incognitas (que sdo o0s
coeficiente A,B,C,D e F). Em particular, para
o fendmeno de tunelamento o que interessa é
o coeficiente de transmissao T, que € definido
por AeF

Primeiro definimos o coeficiente A em
termos de C e D, para isso utilizamos as eqgs.
(10)e (11):

A+B =
(A-B) =
somando as duas equagdes obtemos:

ko ko
2A = 1—i—= D(14+i—=]).
C( lk1>+ ( —|—1k1)

Para relacionar A com F, podemos

C+D;
-k
—ig(C-D).

(14)

determinar C e D em fungao de F e substituir

os valores encontrados na Eq. (14). Portanto,



utilizaremos as Eqs. (12) e (13):

Feikla.

ikfl ikla
T Fe'14,

Cekt - Dea =
Cekza _ Desza

Se somarmos as equagdes do sistema acima,
definimos o coeficiente C em termos de F, ou

seja:
F . lk] —k
C: - lkla 1 _r za;
> e ( + o ) e

F iky
D: . lkla 1_7 kza'
pene (1= )

s5)

(16)

Substituindo e manipulando algebricamente
CeDnaeq.(11), obtemos:

4A = Feia [2(ek2“ + e ka)

K-k ok
. 2a 7k2a
—H( Wk )(e e )]

Pode-se reescrever essa equagcdo em termos

a7

de senos e cossenos hiperbdlicos, basta lembrar

que essas fungdes sdo definidas em termos

~ .. X_ ,—X

de fungdes exponenciais senh(x) = “—— e
_ e
cosh(x) = “5—.

Considerando que x = kya, tem-se o

coeficiente A em termos do coeficiente F:

A= Eeikl“ [4c0sh(k2a) +2i (k% _k%> senh(kga)} .
4 kiko
(18)
Queremos obter o quadrado das amplitudes
de A e F, e para isso temos que calcular
o produtos escalar (como as fungdes sdo
complexas, temos que considerar o complexo
conjugado), isto é, |A|> = A*A. Portanto
multiplicando a equagdo (18) pelo seu
complexo conjugado nos da:

2
1t K=k :
4\ kik

19)

|A|> = |F|* | 1 + senh® (kya)

Da simplificacio do termo dentro dos

colchetes no qual senh?(kya) multiplica,

lembrando que k; e kp estdo expressos na

eq.(8), obtemos:

L L(B-R 1. 0w
4\ kiky EVo—E)

Dai, substituindo na eq.(19), teremos:

1 v
AP = |FP2 (1+ 0

2
2 msenh (kza)) . (20)

Chegamos na expressdo do coeficiente de
transmissao T, que € dado por:

FI? FI?
TR ; |
|F|2 <1 + kE(VoofE) senhz(kza))
1
T = @1

VZ
1+ %W[E)senhz (kpa)

Assim, como a onda incidente € ou refletida
ou transmitida, temos a condi¢doque T+ R =1,
ou seja, se definimos T, logo também definimos

o coeficiente de reflexdo R e vice-versa.

3.2 Principio de Incerteza Energia-tempo

Ao analisarmos o tunelamento da particula
poderiamos nos perguntar sobre o tempo
que tal fendbmeno leva para acontecer. A
complexidade da resposta a essa pergunta se
relaciona com o principio de incerteza energia-
tempo de Heisenberg e ainda com a prépria

noc¢do de tempo da mecanica quantica.

O principio da incerteza de Heisenberg
foi proposto pelo fisico alemdo Werner
Heisenberg em 1927, como resultado de seus
estudos sobre a teoria quantica. Na época,
Heisenberg estava trabalhando na formulagao
matemdtica da mecanica quantica, que é
a teoria que descreve o comportamento de

particulas subatomicas, como elétrons e fétons.

Foi observado por Heisenberg que existe



um limite fundamental para a precisdo com a

qual se pode medir simultaneamente a posi¢ao
e o momento de uma particula quantica. Ele
chegou a conclusdo de que isso decorre da
natureza ondulatdria das particulas quanticas,
que sdo descritas matematicamente por meio
de fun¢des de onda.

Heisenberg derivou ainda em 1927 a
relacdo de incerteza para energia e tempo, que
¢ escrita como:

5t.6E > (22)

N St

Para deducgdo, consideremos a equagdo de
Schrodinger:

dy %y

o " amow TVVEHY

ih
Vamos deduzir o principio de incerteza
Energia-Tempo. Para isso, considere x, p e
E como variaveis dindmicas, t uma variavel

independente.
observavel

O(x,p,t)

queremos saber qudo rdapido varia esse

Considere um

observdavel em relacdo ao tempo. Entdo
calculamos a derivada em funcio do tempo do
valor esperado daquele observdvel que estamos
analisando.

Q) d

7 E<‘I’|Q‘I/>'

Em seguida, ao distribuirmos a derivada e

substituirmos que 83_1;/ = %ﬁ W, temos entdo:

@ 15 - 515 90
5 = (GHYIOY) +{YIO—HY) +(v|="v).
————
Agrupando:
Q) 1[ s PN 90
o <W|HQ1I/>+<W|QHV/>} +< 3 >,

<7> = 0 desde que Q ndo dependa
explicitamente do tempo:

A0 if5 45
9 T h [<[H,Q]>} .
O principio de incerteza generalizado ¢
dado por:
22 1 ) ?
6A532<2i<[ ’B]>> :

Considerando: A = H ¢ B = Q

2o (11d(Q)?
6H6QZ<2ii )’
Com simples manipulagdes algébricas,

obtemos: h1d(0)
> | 2=

5H5Q2‘ dt ‘
At

(At é tempo que leva o sistema a mudar
substancialmente), teremos:

Se considerarmos 8y = AE e §p = ‘%

d(Q) h|d{Q)
LA > - |
AE ‘ di At—z‘ di
Portanto: "
AEA: > 7 (23)

Segundo Griffiths [7] a mecanica quantica
ndo relativistica trata f € x em termos desiguais
e portanto o principio de incerteza dado
pela equacdo 23 estd, "enfaticamente, ndo
implicado" no principio de incerteza de
posicdo-momento, para o autor o principio
de incerteza Energia-tempo "€ um monstro
completamente diferente dos outros, cuja a
semelhancga superficial com o principio de
incerteza posi¢do-momento, é na verdade
ilusorio".

A posicdo, momento e energia representam
varidveis dinamicas, ou seja, sdo caracteristicas

mensurdveis de um sistema em qualquer



momento especifico. Contudo, o tempo em si

ndo se enquadra como uma varidvel dindmica,
pelo menos em uma teoria ndo relativista.
Diferentemente da posicao e da energia, ndo é
possivel simplesmente realizar uma medicao
direta do "tempo" de uma particula em uma
teoria quantica nao relativistica. O tempo atua
como a variavel independente, em relacao a
qual as quantidades dindmicas sdo expressas

como funcdes.

Especificamente, o Ar mencionado no
principio da incerteza para a energia-tempo
ndo se refere ao desvio-padrdo de um
conjunto de medidas do tempo. De maneira
simplificada, ele representa o intervalo de
tempo durante o qual o sistema sofre mudangas

substanciais 7.

Oswaldo Pessoa [8] discute em sua obra
intitulada "Conceitos de Fisica Quantica" a
possibilidade da existéncia de um operador
de tempo. O autor argumenta que, se de
fato um operador de tempo existisse, ele teria
a capacidade de atribuir valores continuos a
energia, abrangendo uma faixa que vai de
menos infinito a mais infinito. No entanto, é
observado que o espectro de energia associado
a sistemas ligados € discreto. Mesmo no caso
de uma particula livre, esse espectro apresenta
um limite inferior, uma vez que a auséncia
desse limite geraria problemas de estabilidade

para o sistema.

Essa consideragdo tem implicagdes
profundas no principio de incerteza energia-
tempo de Heisenberg. A existéncia de um
operador de tempo que possibilitasse uma
medida extremamente precisa do tempo seria
incompativel com a natureza discreta do

espectro de energia.

Mais adiante, nesse trabalho abordaremos
algumas discussoes e possibilidades para o
célculo do tempo de tunelamento em uma

barreira potencial simples e seus significados.

3.3 Tempo de tunelamento

Considerando o mesmo método usado por
3 em sua obra "Tempos de Tunelamento",
analisaremos o método pelo qual ele calculou
o tempo de permanéncia e tempo de fase
para calcular o tempo de tunelamento.
Consideraremos ainda a figura.1 que tem por

potencial expresso na eq.(1).

relembrando que y(x) foi expressa para as
3 regides da fig.(1) como eq.(8).

Das equacgdes (10), (11), (12) e (13),
podemos escrever os coeficientes B, C, D e
F em termos de A:

g Z (]fl),slf;};()kza) A: 24)
D— ki (Z'l( ]:17i2232)k2a ; 06)

aqui convém definir a fun¢do d(ki,kz;a),
na qual usaremos adiante:

d(ki,ky;a) = (k3 — k3) sinh(kaa) + i2k; ky cosh(kaa)
(28)

|d(ky,ky;a)|* = (k3 — k3)%senh® (kya) +4k3ks.  (29)

Bonin, em [3] introduz vérias defini¢cdes de
tempo de tunelamento no ambito da Mecanica
Quantica nio-relativistica. Além disso, ele
ressalta que, em tempos passados, o calculo

do tempo era realizado sob a premissa de que o



tempo de permanéncia, que nao distingue se o

sistema quantico € transmitido ou refletido pela
barreira, deveria ser igual a soma do tempo de
fase da onda transmitida e da onda refletida. A
seguir, traremos o resumo do trabalho de Bonin
[3], mostrando como o tempo de tunelamento
pode ser calculado por meio do tempo de

permanéncia e do tempo de fase.

Tempo de permanéncia e termo de
interferéncia

Em sua obra, [3] calculou o tempo de
permanéncia estaciondrio para um sistema
quantico na regido da barreira de potencial
retangular, no qual esté sintetizado abaixo:

No caso da regido de incidéncia, onde x < 0,
o fluxo de particulas incidentes, corresponde

a
kg
L=

m

Jin A (30)

Seja uma regido do espaco entre os pontos
0 e a, com 0 < a. O tempo de permanéncia

estaciondrio nessa regido € definido como:

S8 yaw)Pd

tp )
Jinc

3D

onde |y (x)|? pode ser expresso como:

2
a0 = | )
1,K2, (32)

cosh (2ky(a —x)) +43 — k%} |A|?

Ao substituir a equacao acima e a eq.(29)
na eq.(31) e integrando, o autor [3] concluiu

que o tempo de permanéncia é:

mk; K+k2\
tp = h(2ak
’ hd(kl,kz;a>|2[< k) Sinh(ak)

(33)

—2a(k? —k%)} .

Em [3], é apresentado que:

tp(ky,kosa) = trn (ki kasa) —ti(ki,kas a),

sendo f;,, o tempo de tunelamento,
podemos reescrever:

tan(k1,kosa) = tp(ki, ks a) +ti (ki kos a), (34)

logo, uma maneira de calcularmos o tempo
de tunelamento é por meio do tempo de

permanéncia e do termo de interferéncia, #;.!

O termo de interferéncia ajuda a explicar
como as ondas de probabilidade se combinam
ou interferem durante o processo de
tunelamento. Isso é fundamental para entender
por que as particulas quanticas tém uma
probabilidade ndo nula de passar através da
barreira, mesmo quando sua energia ¢ menor
do que a energia potencial da barreira.

Ele pode ser calculado por:

m

= ———
COnk

Im(R). 35)

O coeficiente de reflexdo pode ser escrito
como:

Kk} +k2) sinh(kya)
|d(k1’k2;a)‘2

R(ki,kp;a) = ( (k3 — k3) sinh(koa)
—i2k1ky cosh(kya).

Sua parte imagindria entao é:

10 "termo de interferéncia” refere-se a contribuicio da interferéncia das ondas de probabilidade associadas a uma particula quéantica que estd
atravessando uma barreira de potencial. No contexto do tunelamento quantico, esse termo descreve como as diferentes partes da fungdo de onda
da particula interferem umas com as outras a medida que ela se move através da barreira. Isso € particularmente relevante quando se considera
que uma particula quantica pode se comportar como uma onda, e essa onda pode ser dividida em partes transmitidas e refletidas.



_ kiky(kf 4 k3) sinh(2kza)
|d(ky,kasa)?

Im[R(ky,kp;a)] =

Substituindo na equagdo 35, temos o termo
de interferéncia:

m k2

tiky kyia) = —— 22

(k3 4 3) sinh(2ak;).
(36)
Assim, substituindo 7, e #; na equagio 34,

temos que o tempo de tunelamento é€:

m (K +K3)°

tyn(k1,kosa) =
a1 kaia) = o | ok

sinh(2ak,)

—2kya(k? —k3)|.

(37

Tempo de fase

Imaginemos uma particula quantica se
aproximando de uma barreira de energia. Para
entender isso, pense nessa particula como
uma onda, como um pulso de luz. Nessa
interpretacdo, a parte modulada da onda denota
a amplitude da particula, enquanto a fase
reflete a natureza probabilistica do sistema,
delineando onde a particula € mais provavel de

ser encontrada.

O tempo de fase alinha-se com a fase da
onda quantica, indicando os pontos de crista
ou vale. De modo correspondente, a fase da
fun¢do de onda ressalta as regides de maxima
probabilidade de encontrar a particula. Essa
relacdo espelha como a particula quéntica
apresenta uma maior chance de penetrar nas
proximidades da barreira, contradizendo a

expectativa cldssica.

Agora, falando sobre a velocidade de grupo,
pense nisso como a rapidez da propagagdo da
amplitude, a diminui¢do da probabilidade de

encontrar a particula a medida que esta penetra

na barreira. Isso € como a probabilidade de

encontrar a particula diminuindo a medida que

ela passa pela barreira.

Ao usar essa ideia de ondas de luz para
pensar em particulas, vemos que a fase da
fun¢do onda nos diz onde a particula é mais
provavel de aparecer, e a amplitude revela a
diminui¢cdo da probabilidade de encontrar a
particula a medida que ela atravessa a barreira.

Uma vez discutido, voltemo-nos para
o método usado por 3, ele apresentou o
coeficiente de tunelamento para uma barreira
retangular como:

l'2k1k26_iak1
T(E)=T(ki,kr;a) = —————. 38
(E) 1 kaza) d(ky,ky;a) 8
com fase da onda trasmitida sendo:
(ki kz;a) = tg" Mth(k) k
O (Kk1,k25a) =18 2kika ghlaky 1a.
(39)

Apresentou o tempo de fase da onda
transmitida como:

S

T =ty =ty 1. (40)

Sendo ¢, o instante de entrada do pico de
pacote incidente na barreira, dado por:

te =tine(0) =h

9E |,

t; € o tempo de saida da barreira do pico
transmitido:

dk; do de;
ts=tyans(@) =h —| a+h—| +h—2| |
Lo dE |, dE |g,  dE [,
logo:
T dky do,
=t =h—= +h— . 41
T =t dE an dE |, @1

A derivada em funcdo da energia da fase
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dada é:
doy(ky,ky;a) ma 1
) + A2
dE n’ky - hld(kiskosa)l
J (12 +12) sinh(2ak [k ok m] 42
{(1 5) sinh(2ak;) 22 TR (42)

(=m)
—2kyaky (k} —k3) o [
Ao substituir na eq.(40), [3] encontrou
o "tempo de tunelamento calculado pelo
método da fase estaciondria para uma barreira
retangular":

__m (B +K)°
o h|d(k1,k2;a)\2 k1k2

b (k1 Koz ) sinh(2ak» )

—2kya(k? —k3)|.

43)

Através dessa equacdo e do termo
de interferéncia dado pela equagdo (36)
ele calculou, pela equagdo tp(ki,kp;a) =
tt];n(kl,k2§a) — t,‘(kl,kz;a), o

estaciondria,

tempo de
permanéncia resultando

exatamente na eq.(33).

3.3.1 Discussées a cerca do tempo de

tunelamento

Nas obras de [3] e [4] ha alguns fatores em
comum, como o debate quanto aos diversos
métodos sugeridos ao longo dos anos para
encontrar o tempo de tunelamento e algumas
das problematicas. Alguns célculos voltados
para encontrar o tempo de tunelamento
apresentados nas obras desses autores, se
pode citar: o tempo de Buttiker e Landauer,
o tempo de Larmor, tempo de medicao
fraco de Steinberg, tempo de tunelamento
na teoria de Broglie-Bohm e outros métodos,
no entanto, em cada interpretacdo, gerou

resultados diferentes.

2

E importante comentar o fato de que a

maioria dos trabalhos voltados ao fendbmeno

de tunelamento gerou debates relacionados a
estimativa do tempo de tunelamento quantico.
Alguns desses debates, mencionados por 4,
incluem a complexidade do tempo na mecanica
quantica, que é considerado um parametro
e nio um operador. Isso dificulta o célculo
direto dos tempos de tunelamento e leva a
discussoes. Outro ponto de debate € a falta de
sentido, ou seja, as definicdes contraditdrias do
tempo de tunelamento, o que resulta em visdes
opostas sobre se o conceito faz sentido dentro
da interpretacdo ortodoxa. A questdao de quanto
tempo uma particula leva para tunelar sob uma

barreira carece de um significado claro.

Um teste crucial aborda a existéncia de
uma defini¢do clara de tempo de tunelamento
na teoria de Broglie-Bohm, o que levanta a
possibilidade de usar medi¢des desse tempo
como evidéncia para essa teoria. Isso poderia
ser um teste importante para sua validade.
Além disso, medicdes fracas em experimentos
recentes sugerem que a medi¢do fraca pode
resolver a controvérsia sobre o tempo de
tunelamento. As medi¢des usando campos
magnéticos fracos em particulas que tunelam
através de barreiras Opticas fornecem pistas,
mas a interpretacdo desses resultados ainda é
objeto de debate.

Em resumo, este texto explora 0s
desafios envolvidos na estimativa do tempo
de tunelamento quantico, abordando a
complexidade do tempo na mecénica quantica,
a falta de consenso sobre seu significado, a
possibilidade de testar teorias alternativas e
a potencial solucido oferecida pela medigao

fraca.

No trabalho de Bonin (2007)[3], ele expds
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o argumento do fisico austriaco Wolfgang
Ernst Pauli (1900—1958). Em 1933, Pauli

argumentou contra a existéncia de um tempo

observavel na Mecanica Quantica, utilizando
um raciocinio que foi replicado em seu livro
intitulado "General Principles of Quantum
Mechanics". Na transicdo da Mecanica
Classica para a Quantica, substituimos
os colchetes de Poisson por comutadores
divididos por ifi € associamos operadores auto-

adjuntos as quantidades fisicas.

Pauli examinou a covariancia dos colchetes
de Poisson sob transformagdes candnicas e
prop0s a quantizacdo de diferentes pares
No

entanto, ao analisar a relacdo entre o operador

de varidveis canOnicas conjugadas.

Hamiltoniano (H) e o operador tempo (T), ele
mostrou que ndo pode haver um operador auto-
adjunto correspondente ao Hamiltoniano para
sistemas com espectro discreto ou limitado.
Isso significa que o tempo ndo € uma
quantidade observavel na Mecanica Quantica,
mas sim um parametro de evolugdo temporal.
Isso contradiz a ideia de um "observavel
tempo" na mecanica quantica, e em vez disso,
o tempo ¢ tratado como um elemento da

evolugdo temporal dos sistemas.

3.4 Aplicacoes do fenomeno de

Tunelamento
A seguir apresentaremos  algumas
aplicacdoes do tunelamento quantico, vale
ressaltar que muitos do fendmenos abordados
derivam de barreiras de potenciais irregulares,
ou seja, cuja o calculo do tunelamento tende a
ser mais complexo que o da barreira retangular
simples abordada anteriormente, no entanto,

as ideias essenciais envolvidas no processo

sd0 as mesmas, 0 que permitird ao leitor
uma compreensao bdsica dos fendmenos
envolvidos.

Algumas das aplicagdes podem ser vistas

em obras como na de (6) e (9):

3.4.1 Microscopio eletréonico de varredura
por tunelamento (STM) 1981 - Gerd

Binnig e Heinrich Rohrer:

Figure 2 — Microscopio de tunelamento

Control voltages for piezotube

Tunneling Distance control
current amplifier  and scanning unit

Piezoelectric tube
with electrodes

Data processing
and display

Fonte: [5]

O scanning tunneling microscope
(microscopio de corrente por tunelamento)
representado pela figura 2, ou simplesmente
STM, foi inventado pelos fisicos Gerd Binnig
e Heinrich Rohrer em 1981, sendo que por sua
invengdo, em 1986 ganharam um prémio nobel
de fisica. O STM foi o primeiro instrumento
capaz de gerar imagens reais de superficies

com resolucdo atomica.

Aplica-se uma voltagem entre uma
superficie e uma ponta metdlica muito fina,
ao aproximar a ponta da amostra a uma
distancia bem pequena d, os elétrons da
amostra comeg¢am a tunelar da amostra para a
ponta (ou vice-versa), através da barreira de
potencial que ocorre na regido de vacuo entre
a ponta e a amostra. O sentido dessa corrente

de tunelamento depende da polaridade de uma
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voltagem aplicada entre a ponta e a amostra

como representada pela figura 2.

Figure 3 — Esquema de energias para o problema de
tunelamento em um STM. A esquerda, temos o caso
em que ndo hi diferenca de potencial entre a ponta e a
amostra. No painel a direita tem uma voltagem igual a
V aplicada entre a ponta e a amostra.

Estados
vazios

E,
E, d
(Estados)

Amostra Vacuo Ponta

Amostra Ponta

Fonte: [6]

3.4.2 Emissdo de elétrons de metais frios

Outro exemplo de aplicacdo do tunelamento
quantico € no caso de emissdo de elétrons
de metais frios, muito semelhante ao STM,
observada pela primeira vez em 1922. Na
qual notou-se que elétrons podem ser extraidos
de metais, através da aplicacdo de um campo

elétrico alto.

Figure 4 — Diagrama de energias para o problema de
emissdo de elétrons por metais frios. Mostra o que
ocorre quando um campo elétrico é aplicado.

Metal Vacuo Metal Vicuo

Vi(x)= E, +®—ecEx

Fonte: [6]

3.4.3 Emissdo de particulas alfa e a fusdo

nuclear:

Em 1928, os fisicos Gamow, Condon e
Gurney resolveram um problema ha muito
existente em relacdo a emissao das particulas
alfa pelos nudcleos, mostraram através de

cédlculos e experimentos, que a emissao de

particulas alfas do niucleo, que ocorre o
decaimento de nucleos radioativos, acontecia
com um nivel de energia baixo de modo que
ndo era possivel explicar classicamente, mas

possivel explicar com o efeito tinel.

Ja a fusdo nuclear € um processo inverso
da emissdo das particulas alfa, no qual dois
ndcleos colidem, com essa colisdo libera um

alto nivel de energia.

3.4.4 Outras aplicacdes prdticas

O fendmeno de tunelamento apresenta

relevancia significativa ~ em  outras

areas, incluindo Medicina e Biologia,

Microeletronica e Criptografia Quantica.

Na Medicina e Biologia, o tunelamento é
fundamental para compreender a transferéncia
de elétrons e prétons em sistemas bioldgicos,
tais como proteinas € enzimas. Esse
conhecimento € crucial para a compreensao
dos processos bioquimicos e pode abrir
caminho para o desenvolvimento de novos

medicamentos e tratamentos inovadores.

Ja na darea de Microeletronica, o
tunelamento desempenha um papel crucial em
dispositivos de memdria ndo volateis, como
as memorias flash. Esse fendmeno permite
a programacgdo € o apagamento eficiente de
informagdes armazenadas, contribuindo para
o armazenamento mais eficaz de dados em

dispositivos eletronicos.

Além disso, na Criptografia Quantica, o
fendmeno de tunelamento é empregado em
protocolos para garantir a seguranga das
comunicacdes e a transferéncia segura de
informagdes. Esses protocolos aproveitam
as propriedades quanticas das particulas

e a impossibilidade de interferéncia nao

13



autorizada sem detec¢@o, proporcionando uma

criptografia altamente segura.

Essas aplicacdes demonstram a importincia
do fendmeno de tunelamento em diferentes
campos da ciéncia e da tecnologia,
impulsionando avangos e inovagdes em suas

respectivas dreas.

4 Conclusao

O objetivo central do projeto consistiu em
investigar minuciosamente o fendmeno de
tunelamento quantico barreira de potencial
retangular. Para isso, conduzimos uma
andlise criteriosa de fontes bibliograficas,
a fim de compreender tanto o contexto
histérico da fisica quantica quanto os
fundamentos da equacdo de Schrodinger e
as teorias subjacentes ao intrigante efeito
tunel. O centro de nossa pesquisa residia
na andlise aprofundada do tunelamento
quantico de uma particula cuja energia se
encontrava abaixo de uma barreira de potencial.
Detalhamos minuciosamente o processo de
célculo para determinar os coeficiente de
reflexdo e transmissdo, indicadores cruciais
da probabilidade de encontrarmos a particula
do outro lado da barreira, na regido III. Além
disso, simplificamos a deducdo do principio de
incerteza de Heisenberg no contexto energia-
tempo € examinamos minuciosamente a
andlise do tempo de tunelamento. Nosso
estudo incluiu a exploracdo do método
proposto por Bonin (2007) para investigar
o tempo de tunelamento quantico em uma
barreira de potencial retangular. Destacamos
sua abordagem de desagregar a funcdo de
onda em componentes temporais € espaciais,

resultando em equagdes que descrevem

solucdes estaciondrias em diferentes regioes
do sistema.O cdlculo do tempo de permanéncia
estaciondrio foi fundamentado na densidade
de probabilidade na regido da barreira e
na corrente de probabilidade na regido de
incidéncia, resultando em uma fdérmula
que incorpora parametros como energia e
largura da barreira. Exploramos também
o conceito de tempo de fase, crucial para
compreender a relacdo entre a fase da funcao
de onda e a distribuicdo de probabilidade,
especialmente nas proximidades da barreira.
Ambos os tempos analisados proporcionaram
uma compreensdo mais profunda do
comportamento quantico quando uma particula
se depara com uma barreira, desvelando
sobre a natureza

perspectivas  valiosas

intrincada do fendmeno de tunelamento.

Nossa investigacdo das obras referenciadas
ofereceu uma visdo mais detalhada dos
desafios envolvendo a estimativa do tempo
de tunelamento quantico. Deliberamos sobre
diversos aspectos, como a natureza do tempo
na mecanica quantica, a falta de consenso
sobre seu significado e as possiveis abordagens
para testar teorias alternativas, incluindo a

medicdo fraca.

Enquanto abordamos amplamente o tema
do tempo de tunelamento, este projeto também
ilustrou de forma exemplar a relevancia do
efeito tinel em vdrias aplicagdes praticas.
Desde o microscopio de varredura por
tunelamento até a emissao de elétrons de
metais frios, particulas alfa e processos de
fusd@o nuclear, bem como em campos tao
diversos quanto Medicina, Microeletronica e
Criptografia Quantica, o tunelamento quantico

surge como um incentivo crucial para avangos
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cientificos e tecnoldgicos.

Em sintese, este projeto ndo apenas
ofereceu  um mergulho na andlise de
tunelamento quantico em barreira de potencial
retangular, mas também serviu como uma
ponte para transmitir a complexidade e
a curiosidade do mundo quéntico a um
publico amplo. Ao explorar as aplicagdes
praticas desse fendmeno e suas ramificacdes
multidisciplinares, evidenciamos como o
entendimento e a manipulacdo do tunelamento
quantico sao impulsionadores fundamentais de
inovagdes e progressos em diversos campos

cientificos e tecnoldgicos.

References

1 FERRAZ, J. et al. Cross sections for electron
scattering by formaldehyde and pyrimidine in the
low-and intermediate-energy ranges. Physical Review A,
APS, v. 87,n. 3, p. 032-717, 2013.

2 CARSKY, P; CURIK, R. Low-energy electron
scattering from molecules, biomolecules and surfaces.
[S.1.]: CRC Press, 2011.

3 BONIN, C. A. Tempos de tunelamento.
Universidade Estadual Paulista (Unesp), 2007.

4 FIELD, G. E. On the status of quantum tunnelling
time. European Journal for Philosophy of Science,
Springer, v. 12, n. 4, p. 57, 2022.

5 SANTOS, C.R. d. G. P. et al. Andlise do principio
basico de funcionamento do stm. Universidade Federal
do Amapa, 2010.

6 DONANGELO, R. J.; CAPAZ, R. B. Introduo a
Mecdnica Quantica. [S.1.]: Funda¢do CECIERJ, 2009.
v. 2.

7 GRIFFITHS, D. J.; FREITAS, L. Mecdnica
qudntica. [S.1.]: Pearson Prentice Hall, 2011.

8 JR, O. P. Conceitos de fisica quantica. Sdo Paulo:
Livraria da Fisica, 2003.

9 ATKINS, P; PAULA, J. de; FRIEDMAN, R.
Quanta, Matéria e Mudanca: Uma abordagem

moléculas para a fisico-quimica. [S.1.]: Oxford

University Press, 2009.

15



	Introdução
	Metodologia ou Procedimento Experimental/Prática
	Desenvolvimento e Resultados
	Tunelamento e o coeficiente de transmissão
	Princípio de Incerteza Energia-tempo
	Tempo de tunelamento
	Discussões a cerca do tempo de tunelamento

	Aplicações do fenômeno de Tunelamento
	Microscópio eletrônico de varredura por tunelamento (STM) 1981 - Gerd Binnig e Heinrich Rohrer:
	Emissão de elétrons de metais frios
	Emissão de partículas alfa e a fusão nuclear:
	Outras aplicações práticas


	Conclusão

